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Capítulo 1

Introducción

Las zonas montañosas tropicales son susceptibles a sufrir movimientos en masa debido

a que generalmente se reúnen cuatro de los elementos más importantes para su generación:

gradiente topográfico, sismicidad, meteorización y lluvias intensas (Cheng et al., 2002; Suá-

rez, 2001). Dentro de la clasificación de los movimientos en masa se encuentran los flujos,

los cuales pueden ser lentos o rápidos dependiendo del contenido de humedad, de los tipos

de material transportados y la pendiente de la trayectoria del flujo.

Los flujos de material desagregado son masas de suelo y roca, cargadas de agua, que

descienden de las zonas montañosas siguiendo las líneas de drenaje con velocidades que

pueden superar los 10 m/s, y volúmenes que pueden ir hasta los 109 m3. Los flujos de

material desagregado pueden denudar laderas, enterrar las llanuras de inundación y devastar

a personas y propiedades (Iverson, 2014). Estos eventos naturales pueden ser detonados en

gran medida por precipitaciones y derretimiento de nieve como lo señala Schneider et al.

(2010), de modo que, periodos con condiciones de clima húmedo y frío incrementan la

actividad de flujos de material desagregado.

1.1. Flujo de material desagregado

Existen muchas definiciones de los movimientos en masa dadas por diferentes auto-

res, particularmente si se trata de los movimientos que se comportan en forma de flujo. Las

definiciones para formalizar las diferentes interpretaciones de cada fenómeno son muy ambi-

guas dado que se emplean algunas características como velocidad, volumen, tipo de material

transportado y proporción de sólidos-fluido, entre otras. Ejemplos de multiples definicio-

nes se pueden encontrar en Coussot and Meunier (1996); Hungr et al. (2001); Hutchinson

(1968); Jakob (2005); Pudasaini and Hutter (2007); Suárez (2009) y Varnes (1978).

Para no entrar en discusiones debido a las diferentes definiciones dadas para los movi-

mientos en masa tipo flujo, que son de interés para este trabajo, aquí se generalizan con el

1



Capítulo 1. Introducción

nombre de “flujos de material desagregado”. Los flujos de material desagregado se pueden

definir como aquellos movimientos que se generan a partir de fallas difusas del geomaterial,

es decir, ausentes de un patron de localización de la falla, cuya fuerza desestabilizante es

la debida a la gravedad. Los geomateriales siempre están entremezclados con un fluido,

ya sea agua o aire (flujos secos). Así, dentro de flujos de material desagregado entrarían

las siguientes definiciones: avalancha de detritos, avalancha granular, avalanchas de nieve,

flujos de detritos, flujo granular, flujos de lodo, flujos de tierra, lahar, entre otras.

1.2. Planteamiento del problema

Este trabajo se enfoca en la necesidad de obtener una aproximación numérica precisa de

las ecuaciones diferenciales parciales que describen el movimiento y depósito de eventos de

flujos de material desagregado propuestas por Iverson and Denlinger (2001). Esta necesidad

se evidencia cuando podemos referirnos al error numérico introducido por el uso de métodos

numéricos de bajo orden como diferencias finitas, volúmenes finitos e incluso los elementos

finitos. Estos métodos numéricos son denominados de bajo orden debido al grado de la

función de interpolación en cada elemento (e.g., elementos finitos) o entre nodos (e.g.,

diferencias finitas y volúmenes finitos). Los método de bajo orden introducen un error

numérico considerable, aún más en la solución de ecuaciones hiperbólicas que desarrollan

un frente de propagación sobre una dirección dominante (Fletcher, 1991), como es típico

en la simulación numérica de rompimiento de presa para flujos de material desagregado.

La Tabla 1.1 contiene una revisión bibliográfica de autores que han modelado este tipo

de flujos desde la mecánica de medios continuos, basados típicamente en las ecuaciones de

aguas someras, donde puede variar la forma de estimar los esfuerzos del fluido y los esfuerzos

de los sólidos son estimados con la relación de Mohr-Coulomb. En la Tabla 1.1 se puede

ver que los métodos de bajo orden han sido implementados por décadas para solucionar

las ecuaciones de flujos de material desagregado, siendo los más utilizados las diferencias

finitas y volúmenes finitos.

Existen otras técnicas más precisas de alto orden, que emplean un alto grado en la

función de interpolación en cada elemento como son los métodos espectrales. Dentro de los

métodos espectrales se pueden mencionar al método de Fourier (FM), el método de elemen-

tos espectrales (SEM), el método discontinuo de Galerkin (DGM) y el método penalizado

de multidominios espectrales (SMPM).

Un ejemplo de la precisión superior que se puede obtener en los métodos espectrales

para un problema lineal hiperbólico (e.g., advección lineal) se presenta en la Figura 1.1

(Canuto, 2006). En la Figura 1.1 se muestra la solución con diferentes métodos numéricos:

a. El método de Fourier Galerkin (método espectral), b. Diferencias finitas centradas de

2



1.2. Planteamiento del problema

Tabla 1.1: Revisión bibliográfica de procedimientos para la modelación y solución de ecua-
ciones de flujos de material desagregado.

Autor Geometría del Dimensiones Esfuerzos del Método de
basamento espaciales fluido solución

Savage and Hutter (1989) \ 1D N, SWE FDM
Denlinger and Iverson (2001) c 2D N, SWE FVM
Iverson and Denlinger (2001) c 1D, 2D N, SWE Analítico
Trujillo-Vela and Ramos (2012) c 1D, 2D N, SWE Analítico
Denlinger and Iverson (2004) c 1D, 2D N, SWE FVM-FEM
Pudasaini et al. (2005) ∝ 2D N, SWE FDM
Iverson (2005) \ 2D B, SWE —
Rickenmann et al. (2006) i 2D B,V,HB, SWE FDM
Wang et al. (2008) i 2D N, SWE FDM
Quan Luna et al. (2012) i, c 1D B, SWE FDM
Ouyang et al. (2013) i 2D V, SWE FDM

c: superficie curvada, ∝: superficie curvada y retorcida, \: superficie plana, i: superficie irregular, N :
fluido Newtoniano, B: modelo Bingham, HB: modelo reológico Herschel-Bulkley, V: modelo de Voellmy,
SWE: ecuaciones de aguas someras, FDM: método de diferencias finitas, FVM: método de volúmenes
finitos, FEM: método de elementos finitos.

segundo orden (FD2) con tres puntos, c. Diferencias finitas centradas de cuarto orden (FD4)

con cinco puntos, d. Métodos compactos de cuarto orden (CP4), e. Métodos compactos de

sexto orden (CP6). El número entero N denota el grado de la expansión para el método

de Fourier Galerkin y el número de puntos de la malla para diferencias finitas y métodos

compactos (Canuto, 2006).

En la Figura 1.1 se puede ver que la convergencia de los métodos de bajo orden (di-

ferencias finitas y métodos compactos) es menor que los métodos de alto orden (Fourier

Galerkin), donde el error es tan bajo que puede llegar a ser del orden de aproximación del

computador [e.g., O(10−14)].

Debido a las evidencias presentadas anteriormente, en este trabajo se busca la posibi-

lidad de aprovechar la bondad de los métodos espectrales para solucionar las ecuaciones

hiperbólicas bidimensionales implementadas aquí, que describen los flujos de material des-

agregado, propuestas por Iverson and Denlinger (2001). Esto se hace con el fin de disminuir

el error numérico en la solución del conjunto de ecuaciones diferenciales parciales.

En este trabajo se evalúa la efectividad de una técnica numérica llamada método penali-

zado de multidominios espectrales para la solución numérica de las ecuaciones diferenciales

parciales que describen los flujos de material desagregado. El origen de los métodos de mul-

tidominios espectrales es de finales de los 70’s y la contribución final fue dada por Hesthaven

a mediados de los 90’s, quien introduce una penalización en la interconexión de los multi-

ples dominios empleados para la discretización espacial conocida como método penalizado
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Figura 1.1: Errores máximos para un problema hiperbólico lineal en t = 2π para los métodos
numéricos Fourier Galerkin y algunos esquemas de diferencias finitas (Canuto, 2006).

de multidominios espectrales (Escobar-Vargas, 2012). El potencial de simulaciones precisas

no disipativas y no dispersivas en flujos ambientales a través de los métodos espectrales

será explorado en este trabajo teniendo en cuenta las características del método que se

presentan en la Sección 4.3 basado en Escobar-Vargas et al. (2012).

Estas bondades de los métodos espectrales no han sido explotadas en la solución de

problemas reales, como los que se pueden representar con las ecuaciones que describen los

flujos de material desagregado (Tabla 1.1).

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Determinar la efectividad de la solución numérica de las ecuaciones de flujos de ma-

terial desagregado propuestas Iverson and Denlinger (2001) con el método penalizado de

multidominios espectrales.

1.3.2. Objetivos específicos

Implementar las ecuaciones de flujos de material desagregado propuestas por Iverson

and Denlinger (2001), con el método penalizado de multidominios espectrales.

Evaluar la efectividad de la solución numérica dada por el método penalizado de

multidominios espectrales respecto la soluciones analíticas de las ecuaciones de flujos
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de material desagregado propuestas por Iverson and Denlinger (2001) y Trujillo-Vela

and Ramos (2012).

Evaluar la efectividad de la solución numérica dada por el método penalizado de

multidominios espectrales respecto la solución numérica de las ecuaciones de flujos

de material desagregado presentada por Denlinger and Iverson (2001), con el método

Harten-Lax-vanLeer-Contact (HLLC).

1.4. Esquema del documento

Este trabajo es organizado de la siguiente manera:

El capítulo 2 contiene el marco teórico de la modelación matemática de flujo de material

desagregado. Aquí se presentarán los siguientes conceptos: ecuaciones de conservación de

masa y momentum para la mezcla de sólidos y fluido, integración en la profundidad de las

ecuaciones de conservación, estimación de los esfuerzos de los sólidos y fluido, y finalmente

las ecuaciones de gobierno para los flujos de material desagregado.

El desarrollo de la solución analítica unidimensional para el conjunto de ecuaciones de

flujo de material desagregado presentado en el capítulo 2, con las cuales se puede determinar

la posición y velocidad del centro de masa del flujo en función del tiempo se presenta en el

capítulo 3.

En el capítulo 4 se presenta el marco teórico del método de integración numérica. Aquí

se presentarán los siguientes conceptos: la forma conservativa de las ecuaciones de flujo de

material desagregado, el método penalizado de multidominios espectrales (SMPM) para la

discretización espacial, las condiciones de frontera, método de integración temporal Runge-

Kutta de preservación de estabilidad fuerte (SSP-RK), técnica de estabilización, condición

de estabilidad numérica, conservación de masa y energía, y cálculo de la velocidad del centro

de masa.

Los datos experimentales de un flujo granular generado por Denlinger and Iverson (2001)

y los casos de prueba implementados en este trabajo para solucionar las ecuaciones de flujo

de material desagregado se presentan en el capítulo 5.

El capítulo 6 muestra los resultados de este trabajo con su respectivo análisis. Contiene

tres grandes grupos de resultados. El primero contiene los resultados numéricos para el

caso de un flujo granular que desciende por un canal rectangular. El segundo contiene el

colapso de una Gaussiana y un cilindro vertical de arena. Y el tercero compara los resultados

brindados por la solución analítica y la numérica. Finalmente, se realiza una discusión sobre

los resultados obtenidos y presentados en este capítulo.

En el capítulo 7 se presentan las conclusiones y recomendaciones de este trabajo.

Finalmente, en el capítulo 8 se presentan los trabajos futuros.
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Capítulo 2

Modelación matemática de flujos

de material desagregado

Los movimientos en masa son estudiados principalmente desde dos puntos de vista. El

primero busca comprender y predecir la susceptibilidad a los deslizamientos bajo diferentes

condiciones de activación (e.g., geomorfología, hidrología y climatología), con lo cual muchos

autores generan algunas relaciones como infiltración-deslizamientos (Iverson, 2000), y lluvia-

deslizamientos (Dai and Lee, 2001; Glade et al., 2000; Guzzetti et al., 2008; Li et al., 2011;

Terlien, 1998). El segundo busca estudiar la dinámica de los flujos que se puede realizar

básicamente desde dos enfoques: discreto y continuo.

En el enfoque discreto, los flujos de material desagregado son modelados por un conjunto

de partículas discretas (círculos o esferas para 2D o 3D, respectivamente). El movimiento

de las partículas y la interacción entre ellas obedecen las leyes básicas de movimiento, una

ley de fuerza-desplazamiento y la segunda ley de Newton. Las fuerzas entre las partículas

durante el contacto son calculadas de acuerdo con algunos modelos mecánicos como resortes

y amortiguadores (De Toni and Scotton, 2005; Teufelsbauer et al., 2009). También con el

enfoque discreto, algunos autores como D´ambrosio et al. (1999) e Iovine et al. (2003) han

realizado modelaciones de flujos de material desagregado basadas en autómatas celulares,

en donde la complejidad del sistema emerge de las interacciones de sus unidades elementales

(celulares) mediante la aplicación de reglas locales relativamente sencillas.

En el enfoque continuo, una forma de modelar los flujos de material desagregado se

basa en los principios de conservación de masa y momentum, mediante el uso de la teoría

de aguas someras bidimensionales que descienden sobre topografías suaves. La velocidad

en la dirección vertical puede suponerse como despreciable, ya que las velocidades en el

plano son considerablemente mayores (Iverson and Denlinger, 2001; Ouyang et al., 2013;

Pudasaini and Hutter, 2007; Quan Luna et al., 2012; Rickenmann et al., 2006; Savage and

Hutter, 1989; Wang et al., 2008).
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2.1. Leyes de conservación en un medio continuo

En este trabajo se hace uso de la mecánica de medios continuos para modelar los

flujos de material desagregado, con el fin de entender y predecir el comportamiento de

estos procesos a nivel experimental. El modelo se basa en leyes físicas, reglas matemáticas,

modelos constitutivos y teorías sobre esfuerzos tanto para los sólidos como para el fluido

encargadas de la disipación de la energía. El desarrollo de este modelo se presenta en este

capítulo con base en la formulación propuesta por Iverson and Denlinger (2001).

2.1. Leyes de conservación en un medio continuo

2.1.1. Conservación de masa

Para la modelación matemática de flujos de material desagregado se adopta la mecánica

de medios continuos, perspectiva Euleriana, pero haciendo uso del concepto de volumen

elemental representativo (Figura 2.1), donde se captura el comportamiento a escalas no tan

pequeñas como para que contenga la suficiente cantidad de fluido y sólidos.
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Figura 2.1: Definición de volumen elemental representativo fijo Iverson (2005).

Las leyes de conservación de masa y momentum proporcionan las herramientas fun-

damentales para el análisis de flujo de material desagregado. La ecuación diferencial de

conservación de masa para cada fase de la mezcla del flujo de material desagregados es

(Iverson, 2005).

∂ρini
∂t

+∇ · ρinivi = 0 (2.1)

donde el subíndice i indica que es para cada fase individual, n denota la fracción de

volumen (tal que
∑

ni
= 1), ρi la densidad de cada fase y vi denota el vector de velocidad
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Capítulo 2. Modelación matemática de flujos de material desagregado

del flujo para cada fase individual. La ecuación de conservación de masa para la mezcla

de flujo de material desagregado se puede obtener utilizando un promedio ponderado, que

define tanto la densidad como la velocidad de la mezcla (Iverson, 2005):

ρ = ρsns + ρfnf (2.2)

v =
ρsnsvs + ρfnfvf

ρ
(2.3)

los subíndices s y f denotan las fases sólida y fluida respectivamente, indicados ge-

néricamente por “i”, en la Ecuación 2.1. Los que no tienen subíndices (i.e., ρ y v) hacen

referencia a la mezcla de sólido-fluido (Ecuaciones 2.2 y 2.3). Físicamente, en las ecuaciones

de masa y momentum se supone que el movimiento del fluido con respecto a los sólidos es

tan lento que las velocidades y aceleraciones del fluido difieren de forma despreciable de

los sólidos adyacentes. Mediante la sustitución de 2.2 y 2.3 en la Ecuación 2.1 se obtiene la

ecuación de conservación de masa de la mezcla para el flujo de materiales desagregado:

∂ρ

∂t
+∇ · ρv = 0 (2.4)

La Ecuación 2.4 es expandida cuando se usa la regla de la derivada de un producto

sobre el término de divergencia:

(
∂ρ

∂t
+ v∇ · ρ

)
+ ρ∇ · v = 0 (2.5)

El término que esta entre paréntesis puede ser anulado, ya que se supone que la densidad

de la mezcla ρ es esencialmente constante (i.e., ∂ρini/∂t = 0). Y dividiendo entre ρ a ambos

lados de la Ecuación 2.5, se tiene la ecuación de conservación de masa de la mezcla de un

flujo de material desagregado.

∇ · v = 0 (2.6)

2.1.2. Conservación de momentum

La ecuación diferencial de conservación del momentum para cada fase de la mezcla del

flujo de material desagregado es (Iverson, 2005),

∂ρinivi

∂t
+∇ · ρinivi ⊗ vi = −∇ · T + ρinig + fi (2.7)

donde ⊗ representa el producto diádico, T denota tensor de esfuerzos con componentes

cartesianos de la forma τyx. El signo menos precede al término de esfuerzos porque el

esfuerzo se define positivo a compresión, como en la mecánica de suelos y rocas convencional.
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2.2. Integración sobre la profundidad

g representa la fuerza de la gravedad, y finalmente, el vector fi indica la fuerza de interacción

por unidad de volumen ejercida sobre la fase “i” debido al movimiento relativo de las

fases. La ecuación de conservación del momentum para una mezcla de flujo de material

desagregado se puede obtener mediante la sustitución de las Ecuaciones 2.2 y 2.3 en la

Ecuación 2.7:

∂ρv

∂t
+∇ · ρv ⊗ v = −∇ · T + ρg (2.8)

La fuerza de interacción fi no aparece en la Ecuación 2.8 explícitamente porque la fuerza

ejercida sobre los granos sólidos por el fluido equilibra la fuerza ejercida por los granos sobre

el fluido, por lo que se satisface la tercera ley de Newton del movimiento (Iverson, 2005).

La Ecuación 2.8 se expande mediante el uso de la regla de la derivada de un producto en

los términos temporales y de divergencia,

ρ
∂v

∂t
+ v

∂ρ

∂t
+ [∇ · (ρv)]v + ρv · ∇v = −∇ · T + ρg (2.9)

Reordenando,

v

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

]
+ ρ

∂v

∂t
+ ρv · ∇v = −∇ · T + ρg (2.10)

Lo que está entre corchetes es cero en virtud de la Ecuación 2.6 y dividiendo por ρ la

Ecuación 2.10, se tiene que

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇ · T + g (2.11)

La Ecuación 2.11 describe la conservación de momentum de la mezcla de flujos de

material desagregado.

2.2. Integración sobre la profundidad

Una forma más directa de solucionar las ecuaciones de conservación tridimensionales

2.6 y 2.11 puede obtenerse por medio de la integración de las ecuaciones a través del espesor

del flujo h (Ecuación 2.12). h se mide verticalmente desde el lecho, en la cota z = b(x, y, t) a

la superficie del flujo z = η(x, y, t), donde x y y son las coordenadas planimétricas (Figura

2.2). Esta forma reduce el número de incógnitas de 4 [i.e., v (u, v, w) y T ] a 3 (ū, v̄ y h),

dos espaciales y la temporal (Iverson, 2005). Para llevar a cabo esta integración es necesario

tener en cuenta cinco conceptos matemáticos importantes que se definen a continuación.

h(x, y, t) = η − b (2.12)
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1. Para hacer la integración de la ecuación de conservación de masa es útil definir “el

valor promedio de una función” :

f̄ =
1

η − b

∫ η

b
f(z)dz (2.13)

El valor medio de una función f(z) en el intervalo [b, η] está dada por 2.13. Utilizando

la definición anterior se halla el valor medio de la velocidad en las direcciones x y y:

ū =
1

h

∫ z=η

z=b
udz y v̄ =

1

h

∫ z=η

z=b
vdz (2.14)

donde la barra en la parte superior es una notación abreviada para el promedio integrado

en la profundidad. Al reorganizar las ecuaciones en 2.14.

hū =

∫ z=η

z=b
udz y hv̄ =

∫ z=η

z=b
vdz (2.15)

 𝑏 𝑧 𝑦 𝑥 

𝜂 

 

 

 

 

  ℎ 

𝑤 
𝑣 𝑢 𝒗 

Figura 2.2: Definición del sistema de coordenadas cartesiano, elevación variable del lecho b,
espesor del material desagregado variable h = η− b y los vectores de velocidad variables en
un modelo de flujos de material desagregado promediado en la profundidad obtenido por
la integración vertical de las ecuaciones de movimiento. Los componentes de la velocidad
cartesianas (u, v, w) se representan por uno de los vectores de velocidad, y w es negativo
cuando apunta hacia abajo como se muestra en Iverson (2005).

2. También es necesario definir que la relación de “las velocidades vertical y hori-

zontal debe ser igual a la pendiente de la superficie” (Liggett, 1994) (Figura 2.3).
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De modo que para dos dimensiones la velocidad en la dirección z (w(η)), es:

w(η)

u(η)
=
dη

dx
−→ w(η) = u(η)

dη

dx
(2.16)

Utilizando la afirmación anterior, las condiciones cinemáticas en un flujo tridimensional

en la superficie libre e inestable verticalmente (i.e., ∂η/∂t) (Iverson, 2005), es:

w(η) =
∂η

∂t
+ u(η)

∂η

∂x
+ v(η)

∂η

∂y
+A(x, y, t) (2.17)

Al despejar

∂η

∂t
= −u(η)∂η

∂x
− v(η)

∂η

∂y
+ w(η)−A(x, y, t) (2.18)

donde A(x, y, t) especifica la tasa de acumulación vertical de material para la superficie

libre del flujo como resultado del colapso de material de un banco adyacente. Las condiciones

cinemáticas en las tres dimensiones de la superficie basal y el flujo inestable verticalmente

(i.e., ∂b/∂t) (Iverson, 2005), es:

w(b) =
∂b

∂t
+ u(b)

∂b

∂x
+ v(b)

∂b

∂y
+B(x, y, t) (2.19)

Al despejar

∂b

∂t
= −u(b) ∂b

∂x
− v(b)

∂b

∂y
+ w(b)−B(x, y, t) (2.20)

donde B(x, y, t) especifica la taza de cambio de la elevación del lecho como consecuencia

de la sedimentación(B > 0) o la erosión (B < 0). Sino hay entrada o salida de masa al

flujo, A y B así como ∂η/∂t y ∂b/∂t son iguales a cero.

 

     

  

      

 

 

 
  

 

Figura 2.3: Relación de velocidad vertical y horizontal con la pendiente de la trayectoria
de flujo.

3. La regla de integración de Leibniz esencialmente establece que cuando se deriva

una integral con respecto a un parámetro diferente de la variable en la que está integrado,
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derivada e integral se pueden intercambiar (Cañizo, 2004). Esta regla da una fórmula para la

diferenciación de una integral definida, cuyos límites son funciones de la variable diferencial

(Ecuación 2.21) (Weisstein, 2013). Esto a veces se conoce como la diferenciación bajo el

signo integral.

∂

∂x

∫ η(x)

b(x)
f(x, z)dz =

∫ η(x)

b(x)

∂f

∂x
dz + f(η(x), x)

∂η

dx
− f(b(x), x)

∂b

∂x
(2.21)

Al despejar,

∫ η(x)

b(x)

∂f

∂x
dz =

∂

∂x

∫ η(x)

b(x)
f(x, z)dz − f(η(x), x)

∂η

dx
+ f(b(x), x)

∂b

∂x
(2.22)

4. El teorema fundamental del cálculo consiste en que la derivación e integración

de una función son operaciones inversas. Esto significa que la derivada de una integral de

cualquier función continua integrable es igual a la misma función (Ecuación 2.23) (Edwards

et al., 1996).

∂

∂z

∫
f(z)dz = f(z) (2.23)

5. Para solucionar el segundo y el tercer término de la ecuación 2.43, se usa el “primer

teorema generalizado del valor medio para integrales” , definido como:

∫ η

b
f(z)g(z)dz = f(ξ)

∫ η

b
g(z)dz (2.24)

donde f(z) y g(z) son dos funciones continuas ∈ [b, η], g(z) ≥ 0 para cualquier z ∈ [b, η],

entonces existe un punto ξ ∈ [b, η] (Spiegel, 1963; Spivak, 2008). Con la definición 2.24 se

puede escribir en términos de velocidades que:

∫ η

b
u2dz = ûxx

∫ η

b
udz (2.25)

Al reemplazar la integral del lado derecho de la Ecuación 2.25, por la Ecuación 2.15,

resulta:

∫ η

b
u2dz = ûxxhū (2.26)

Por el uso de la Ecuación 2.26 se tiene el resultado de la integración del producto de

las velocidades:

∫ η

b
u2dz = ûxxhū y

∫ η

b
vudz = ûyxhv̄ (2.27)

donde ûxx = βxxū y ûyx = βyxū, βxx y βyx son los factores de corrección del momentum
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2.2. Integración sobre la profundidad

que brindan información sobre el alejamiento de los perfiles de velocidad de la uniformidad,

desarrollados en el flujo (Liggett, 1994; Uoane, 2011). Estos factores se pueden determinar

basados en la Ecuación 2.29. La Ecuación 2.27 se puede reescribir como:

βxxhū
2 =

∫ η

b
u2dz y βyxhv̄ū =

∫ η

b
vudz (2.28)

Al despejar

βxx =
1

hū2

∫ η

b
u2dz y βyx =

1

hv̄ū

∫ η

b
vudz (2.29)

2.2.1. Integración en la profundidad de la ecuación de masa

Después de sintetizar las cinco definiciones matemáticas anteriormente descritas, se lleva

a cabo la integración de la ecuación de conservación de masa (Ecuación 2.6).

∫ η

b
(∇ · v) dz =

∫ η

b

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
dz

=

∫ η

b

∂u

∂x
dz +

∫ η

b

∂v

∂y
dz +

∫ η

b

∂w

∂z
dz (2.30)

Después de separar los componentes de velocidad, al último término de la Ecuación 2.30

se aplica el teorema fundamental del cálculo:

=

∫ η

b

∂u

∂x
dz +

∫ η

b

∂v

∂y
dz + [w]ηb (2.31)

Mediante el uso de la regla de integración de Leibniz en el segundo y tercer término de

la Ecuación 2.31 y mediante la evaluación de la velocidad w entre η y b.

=
∂

∂x

∫ η

b
udz − u(η)

∂η

dx
+ u(b)

∂b

∂x
+

∂

∂y

∫ η

b
vdz − v(η)

∂η

dy
+ v(b)

∂b

∂y

+w(η)− w(b) (2.32)

Mediante la agrupación de términos

=
∂

∂x

∫ η

b
udz +

∂

∂y

∫ η

b
vdz −

[
u(η)

∂η

dx
+ v(η)

∂η

dy
− w(η)

]

+

[
u(b)

∂b

∂x
+ v(b)

∂b

∂y
− w(b)

]
(2.33)

donde los términos agrupados por los corchetes denotan la superficie libre y el lecho,

13



Capítulo 2. Modelación matemática de flujos de material desagregado

indicado por η y b, respectivamente. Estas variables encerradas por los corchetes son tér-

minos de corrección que proceden de la integración y diferenciación con la posición límite

como función de x y y (Vreugdenhil, 1994). Al reemplazar el valor medio de la velocidad

(Ecuación 2.15) en el segundo y tercer término de la Ecuación 2.33.

=
∂hū

∂x
+
∂hv̄

∂y
−
[
u(η)

∂η

dx
+ v(η)

∂η

dy
− w(η)

]

+

[
u(b)

∂b

∂x
+ v(b)

∂b

∂y
− w(b)

]
(2.34)

donde hū, hv̄ son las descargas por unidad de ancho en la dirección x y y (Tan, 1992).

Mediante la incorporación de condiciones de contorno cinemáticas (Ecuaciones 2.18 y 2.20)

en la Ecuación 2.34, se tiene:

∂hū

∂x
+
∂hv̄

∂y
+
∂η

∂t
− ∂b

∂t
+A−B = 0 (2.35)

La variación de la profundidad del flujo de material desagregado en función del tiempo

(∂h/∂t) es igual a la variación de la superficie libre (∂η/∂t) menos la variación del lecho

respecto al tiempo (∂b/∂t), que se puede escribir matemáticamente como:

∂h

∂t
=
∂η

∂t
− ∂b

∂t
(2.36)

Por último, la ecuación de conservación de la masa integrada en la profundidad promedio

se obtiene sustituyendo la Ecuación 2.36 en 2.35.

∂hū

∂x
+
∂hv̄

∂y
+
∂h

∂t
+A−B = 0 (2.37)

Así, se obtiene las ecuaciones de aguas someras aplicadas al flujo de material desagre-

gado si A = B = 0.

∂h

∂t
+
∂hū

∂x
+
∂hv̄

∂y
= 0 (2.38)

2.2.2. Integración en la profundidad de la ecuación de momentum

La integración en la profundidad de la ecuación de momentum (Ecuación 2.11) en la

dirección x es

∫ η

b

(
∂u

∂t
+
∂u2

∂x
+
∂vu

∂y
+
∂wu

∂z

)
dz = −1

ρ

∫ η

b

(
∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

)
dz (2.39)
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2.2. Integración sobre la profundidad

Los términos del lado izquierdo en la Ecuación 2.39 son separados.

∫ η

b

∂u

∂t
dz +

∫ η

b

∂u2

∂x
dz +

∫ η

b

∂vu

∂y
dz +

∫ η

b

∂wu

∂z
dz (2.40)

Mediante el uso de la regla de integración de Leibniz en los primeros tres términos de la

Ecuación 2.40 y el teorema fundamental del cálculo para el último término de la ecuación

2.40, se tiene,

∂

∂t

∫ η

b
udz − u(η)

∂η

∂t
+ u(b)

∂b

∂t
+

∂

∂x

∫ η

b
u2dz − u2(η)

∂η

∂x
+ u2(b)

∂b

∂x

+
∂

∂y

∫ η

b
vudz − v(η)u(η)

∂η

∂y
+ v(b)u(b)

∂b

∂y
+ w(η)u(η)− w(b)u(b) (2.41)

Al agrupar términos y factorizar,

∂

∂t

∫ η

b
udz +

∂

∂x

∫ η

b
u2dz +

∂

∂y

∫ η

b
vudz − u(η)

[
∂η

∂t
+ u(η)

∂η

∂x
+ v(η)

∂η

dy
− w(η)

]

+ u(b)

[
∂b

∂t
+ u(b)

∂b

∂x
+ v(b)

∂b

∂y
− w(b)

]
(2.42)

Al despejar e incorporar las condiciones de contorno cinemáticas (Ecuaciones 2.18 y

2.20), la Ecuación 2.42 es reducida a:

∂hū

∂t
+

∂

∂x

∫ η

b
u2dz +

∂

∂y

∫ η

b
vudz − u(η) [−A] + u(b) [−B] (2.43)

Por el reemplazo de la Ecuación 2.28 en la Ecuación 2.43:

∂hū

∂t
+
∂βxxhū

2

∂x
+
∂βyxhv̄ū

∂y
+Au(η)−Bu(b) (2.44)

Los valores de β pueden ser diferentes de la unidad para perfiles de velocidad no uni-

formes. Para perfiles de velocidad parabólicos (que tiene corte diferencial y antideslizante)

β = 6/5, mientras que para un perfil uniforme (flujo de corte) β = 1 (Savage and Hutter,

1989). Dado que es probable que exista deslizamiento en las paredes del flujo, el corte de

la zona activa se limita a una capa delgada y el perfil de velocidad es “romo” (Savage and

Hutter, 1989). En otras palabras, cuando se supone que las velocidades no son una función

de z (constante en la vertical), el término β se toma generalmente como la unidad (β = 1),

lo que equivale a perfiles de velocidad uniformes (Liggett, 1994; Uoane, 2011).

Hutter et al. (2005) presenta una forma de estimar los efectos de los factores de co-
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Capítulo 2. Modelación matemática de flujos de material desagregado

rrección de momentum β considerando un flujo cortante impulsado por la gravedad de un

fluido cuyo perfil de velocidad sigue una ley de potencia y viaja por un plano inclinado,

infinitamente largo, estable y de altura constante. Lo anterior permite para un plano para-

lelo de velocidad que consta de una velocidad de deslizamiento us y un corte, que es dado

por dũ/dz = Aτn (Hutter et al., 2005). En el Sección 6.1.5 se presenta un análisis sobre el

factor de corrección de momentum para diferentes valores entre β = 1 y β = 1,2.

La ecuación de conservación momentum en la dirección x, integrada en la profundidad,

se obtiene sustituyendo la Ecuación 2.44 en el lado izquierdo de la ecuación 2.39.

∂hū

∂t
+
∂βxxhū

2

∂x
+
∂βyxhv̄ū

∂y
= −1

ρ

∫ η

b

(
∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

+
∂τzx
∂z

)
dz−Au(η)+Bu(b) (2.45)

La ecuación de conservación de momentum en la dirección y, integrada en la profundi-

dad, se obtiene haciendo tratamiento análogo a la ecuación 2.45.

∂hv̄

∂t
+
∂βxyhūv̄

∂x
+
∂βyyhv̄

2

∂y
= −1

ρ

∫ η

b

(
∂τxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂τzy
∂z

)
dz −Av(η) +Bv(b) (2.46)

donde Av(η) y Bv(b) representan los cambios del momentum asociados con la acele-

ración de la masa recién añadida o perdida (fuentes y sumideros), como resultado de la

erosión o la sedimentación de masas respectivamente. Si los cambios del momentum asocia-

do a la aceleración de la masa recién añadida o perdida son iguales a cero y los términos de

esfuerzos se dividen en esfuerzos sólidos y fluido (i.e., σxx = σs(xx) + σf(xx)), las ecuaciones

de momentum en las direcciones x y y, respectivamente son:

∂hū

∂t
+
∂βxxhū

2

∂x
+
∂βyxhv̄ū

∂y
= −1

ρ

∫ η

b

(
∂σf(xx)

∂x
+
∂τf(yx)

∂y
+
∂τf(zx)

∂z

+
∂σs(xx)

∂x
+
∂τs(yx)

∂y
+
∂τs(zx)

∂z
− gx

)
dz (2.47)

∂hv̄

∂t
+
∂βxyhūv̄

∂x
+
∂βyyhv̄

2

∂y
= −1

ρ

∫ η

b

(
∂τf(xy)

∂x
+
∂σf(yy)

∂y
+
∂τf(zy)

∂z

+
∂τs(xy)

∂x
+
∂σs(yy)

∂y
+
∂τs(zy)

∂z
− gy

)
dz (2.48)
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2.3. Estimación de esfuerzos

2.3. Estimación de esfuerzos

En esta sección se muestran las condiciones de esfuerzos para la ecuación de flujo de

material desagregado suponiendo que los esfuerzos normales se definen positivo en compre-

sión como se muestra en la Figura 2.4. La profundidad promedio también implica que el

esfuerzo normal total (la suma de los esfuerzos normales de sólidos y fluido) en la dirección

z equilibra el peso de la mezcla en el componente z.

σs(zz) + σf(zz) = ρgz (h− z) (2.49)

La Ecuación 2.49, a su vez, lleva a las expresiones para el esfuerzo normal total en el

lecho y para el esfuerzo normal total promediado en la profundidad en la dirección z,

σs(zz)|z=0 + σf(zz)|z=0 = ρgzh (2.50)

σ̄s(zz) + σ̄f(zz) =
1

h

∫ h

0
ρgz (h− z) dz =

1

h

∫ h

0
ρgzhdz −

1

h

∫ h

0
ρgzzdz

=
1

h
ρgzhz

∣∣∣∣
z=h

z=0

− 1

2h
ρgzz

2

∣∣∣∣
z=h

z=0

=ρgz(h)− ρgz(0)−
1

2h
ρgz(h)

2 +
1

2h
ρgz(0)

2

=ρgzh− 1

2
ρgzh

=
1

2
ρgzh (2.51)

2.3.1. Estimación de esfuerzos de la fase sólida

En los flujos granulares muy rápidos, el transporte de momentum puede ser dominado

por breves colisiones en lugar de prolongados contactos de fricción intergranular (Savage,

1984). Por otro lado, algunos valores tabulados muestran que muchos de los flujos geofísicos

probablemente caen dentro del régimen dominado por la fricción en lugar de ser dominado

por el régimen de colisión (Iverson and Denlinger, 2001).

La influencia de la fricción de Coulomb y la colisión de granos en flujos de material

desagregado impulsado por la gravedad se puede evaluar utilizando un criterio numérico

identificado por Savage (1984). Este criterio distingue los regímenes de flujo sobre la base de

un parámetro adimensional, NS , que caracteriza el esfuerzo en flujos constantes y uniformes.
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Figura 2.4: Definición del sistema de coordenadas local y convenios de signos utilizados
para calcular los esfuerzos y las velocidades. La coordenada z es un vector normal dirigido
hacia el lecho. Las coordenadas x y y están orientados ortogonalmente pero de una manera
arbitraria al plano normal z. Los componentes de esfuerzos normal (indicadas por flechas
discontinuas) son positivos a compresión, y ambos componentes de esfuerzo cortante y
normal son positivos cuando está orientado como se muestra aquí (Iverson and Denlinger,
2001).

NS =
ρsγ̇

2δ2

(ρs − ρf )gH
(2.52)

donde ρs y ρf son las densidades de masa de los granos sólidos y fluido intergranular,

respectivamente, γ̇ es la tasa de deformación por corte, δ es el diámetro de grano, g es la

magnitud de la aceleración gravitacional, y H es la profundidad del flujo. Entonces, NS

representan la proporción de esfuerzos por colisión de granos a esfuerzos de contacto que

producen fricción de Coulomb. Por ejemplo, si NS > 1, 0 corresponde a un estado fluidizado

de la mezcla en la que los esfuerzos de colisión de granos pueden afectar significativamente

la dinámica de flujo. Si NS < 1, 0, la fricción de Coulomb puede superar todas las otras

formas de corte (Iverson, 1997).

Bagnold (1954) evaluó el papel de los esfuerzos de fluidos viscosos en mezclas granulares.

Esta evaluación distingue la contribución de esfuerzos por colisión de granos y el esfuerzo

viscoso con un parámetro adimensional NB, definido como:

NB =

(
n
1/3
s

n
1/3
∗ − n

1/3
s

)1/2
ρsγ̇δ

2

µ
(2.53)

donde ns es la fracción de volumen de los sólidos granulares, n∗ es el valor máximo de
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ns, y µ es la viscosidad del fluido intergranular. Por ejemplo, NB < 40 indica que el régimen

“macroviscoso” domina los esfuerzos del flujo. Si NB > 450 indica que el régimen de flujo

es dominado por colisiones (Iverson, 1997).

Para flujos delgados y rápidos en pendientes pronunciadas, altas tasas de deformación

hacen queNS yNB sean moderadamente grandes. Los valores pequeños de NS yNB indican

que las colisiones probablemente transmiten fuerzas insignificantes en tales flujos y que la

fricción y viscosidad dominan el flujo. Valores tabulados de NS y NB indican que muchos

flujos geofísicos probablemente son dominados por la fricción en lugar de ser dominado por

las colisiones, porque NS tiene valores del orden de 10−7, 10−4 y NB del orden de 10−3

(Iverson and Denlinger, 2001).

La presión de poros del fluido integranular influencia la fricción de Coulomb en la

deformación de masas granulares y pueden diferir de la presión de equilibrio constante

supuesto en la Ecuación 2.52. Algunos cálculos y datos indican que el principio de esfuerzo

efectivo de Terzaghi (1936) puede describir estos efectos de la presión de poros, incluso si

las deformaciones son grandes y moderadamente rápidas (Iverson and Denlinger, 2001). La

ecuación de Coulomb con efectos de la presión de poros se puede expresar de varias formas.

τyield = (σyield − P ) tanφ+ c (2.54)

τmax = (σmean − P ) sinφ+ c cosφ (2.55)

[(
σxx − σyy

2

)2

+ τ2xy

]1/2
=

[(
σxx − σyy

2

)
+ P

]
sinφ+ c cosφ (2.56)

donde τ es el esfuerzo de corte intergranular, σ es el esfuerzo total normal de compre-

sión, P es la presión de poros del fluido, φ es el ángulo de fricción intergranular de Coulomb,

c es la cohesión intergranular, y σ − P es el esfuerzo efectivo intergranular. Los subíndi-

ces yield, max y mean denotan si los esfuerzos actúan en planos de fluencia (Ecuación

2.54), sobre planos de máximos esfuerzos de corte y esfuerzos normales medios (Ecuación

2.55), respectivamente, o sobre planos arbitrarios definidos por un sistema de coordenadas

rectangulares (Ecuación 2.56)

Por lo tanto, se supone que la evaluación de los esfuerzos que se producen entre los

sólidos obedece a la ecuación de Coulomb (Ecuaciones 2.54, 2.55 y 2.56). Debido a la gran

deformación de los sólidos se supone que las reglas de Coulomb no tienen cohesión (i.e.,

c = 0). Esta suposición es generalmente apropiada para sólidos granulares sometidos a

grandes deformaciones que rompen las uniones cohesivas.

Para simplificar la formulación y hacerla comparable a la mecánica de suelos convencio-

nal, se define el esfuerzo del fluido como Tf = IP +nfTfvis , donde I es el tensor identidad,
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P es la presión de poros del fluido, nf es la fracción de volumen de fluido y Tfvis es el

esfuerzo viscoso del fluido. También se iguala los esfuerzos de los sólidos y los esfuerzos

efectivos, Ts = Te. Entonces la definición de los esfuerzos totales de la mezcla es dada como

Ts + Tf = Te + IP + nfTf .

Para evaluar los esfuerzos, es necesario reemplazar los esfuerzos de los sólidos en las

Ecuaciones 2.47 y 2.48 por los esfuerzos normal y de corte basal promediados en la profun-

didad obtenidos por la integración en el lado derecho de las Ecuaciones 2.47 y 2.48.

−
∫ h

0

(
∂σs(xx)

∂x
+
∂τs(yx)

∂y
+
∂τs(zx)

∂z

)
dz =

∂hσ̄s(xx)

∂x
+
∂hτ̄s(yx)

∂y
+ τ̄s(zx)

∣∣
z=0

(2.57)

−
∫ h

0

(
∂τs(xy)

∂x
+
∂σs(yy)

∂y
+
∂τs(zy)

∂z

)
dz =

∂hτ̄s(xy)

∂x
+
∂hσ̄s(yy)

∂y
+ τ̄s(zy)

∣∣
z=0

(2.58)

Las ecuaciones 2.57 y 2.58 utilizan una aproximación de “placa uniforme”, que supone

que los esfuerzos en cualquier punto y tiempo (x, y, z, t) dependen solamente del espesor

local h(x, y, t) y no depende del gradiente del espesor (∂h/∂x and ∂h/∂y).

El esfuerzo normal integrado en la profundidad promedio σ̄s(xx) y σ̄s(yy) en la dirección

x y y, respectivamente, es relacionado con el esfuerzo normal en la dirección z promediado

en la profundidad σ̄s(zz) por el uso de un coeficiente lateral de esfuerzos, kact/pas, derivado

de la teoría de Coulomb. Este coeficiente escalar asegura invariancia en el plano x − y y

preserva la simetría de los esfuerzos τ̄s(yx) = τ̄s(xy) (Iverson and Denlinger, 2001).

σ̄s(xx) = σ̄s(yy) = kact/pasσ̄s(zz) (2.59)

donde el coeficiente de presión lateral de tierras es descrito por Savage and Hutter (1989)

(Sección 2.3.4, Ecuación 2.80). Volviendo a la Ecuación 2.51.

σ̄s(zz) =
1

2
ρgzh− σ̄f(zz) (2.60)

Por el reemplazo de la Ecuación 2.60 en 2.59

σ̄s(xx) = σ̄s(yy) = kact/pas

(
1

2
ρgzh− σ̄f(zz)

)
(2.61)

Para encontrar el esfuerzo normal del fluido promediado en la profundidad σf(zz) que

aparece en la ecuación 2.61 (identificado como la presión de poros del fluido), se supone que

la presión de poros del fluido varía linealmente desde un valor máximo en la base del flujo

(Pbed) hasta cero en la superficie libre (i.e., presión atmosférica), por lo tanto, la integración

entre estos dos límites
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σ̄f(zz) =
1

h

∫ h

0
σf(zz)dz =

1

2
σf(zz)

∣∣
z=0

=
1

2
Pbed (2.62)

donde Pbed es la presión de poros en el lecho del flujo. La suposición de la variación lineal

de la presión del fluido también permite expresar la presión del fluido como una fracción λ

del esfuerzo normal total basal.

Pbed = λρgzh (2.63)

Por lo tanto, si λ = 1 indica que el esfuerzo efectivo basal es cero o que el suelo se

encuentra en un completo estado de licuación (Figura 2.5).

 

 

𝝆𝒈𝒛𝒉 𝑷𝒃𝒆𝒅 

 

Figura 2.5: Fracción de presión de poros.

Combinando las Ecuaciones 2.61, 2.62 y 2.63

σ̄s(xx) = σ̄s(yy) = kact/pas

(
1

2
ρgzh− 1

2
λρgzh

)
= kact/pas

[
1

2
ρgzh(1− λ)

]
(2.64)

La Ecuación 2.64 describe el esfuerzo efectivo intergranular [σe = σ̄s(xx) = σ̄(xx)−σ̄f(xx)].
Esto implica que σ̄s(xx) y σ̄s(yy) actúan sobre planos conjugados de máximo corte, como se

demuestra en 2.55 y 2.56.

Con el objetivo de derivar una expresión para los esfuerzos cortantes transversales de

los sólidos τ̄s(yx) y τ̄s(yx), se combinan las Ecuaciones 2.55 y 2.64 de la siguiente manera:

τ̄s(yx) = τ̄s(xy) = (σ(xx) − P ) sinφint = σ̄s(xx) sinφint

= −sgn
(
∂ū

∂y

){
kact/pas

[
1

2
ρgzh(1− λ)

]}
sinφint (2.65)
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donde el factor −sgn (∂ū/∂y) designa la función signo (+ o −) opuesto al argumento

∂ū/∂y, asegurando que los esfuerzos cortantes se oponen a la deformación por corte en el

plano x− y.

La evaluación de esfuerzos cortantes de los sólidos en el lecho se obtiene mediante la

combinación de las Ecuaciones 2.50, 2.54 y 2.63.

τs(zx)
∣∣
z=0

= −sgn (ū) [ρgzh(1− λ)] tanφbed (2.66)

donde el factor −sgn(ū) que asegura que el esfuerzo basal de Coulomb es opuesto al

deslizamiento basal.

 

𝑔  
𝑟𝑥(𝑥, 𝑦) 𝑟𝑥(𝑥, 𝑦) 

𝑣 (𝑥, 𝑦, 𝑡) 
𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑡) 𝑧 𝑦 𝑥 

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
cuerpo de lodo 

licuado 
frente de 

grano grueso 

cola 

aguada 

 

  

Figura 2.6: Corte longitudinal esquemático de un flujo de material desagregado que des-
ciende por una pendiente curvilínea, se ilustra el sistema de coordenadas local y variables
dependientes. El componente x de curvatura del lecho se especifica por el radio de curvatura
local rx (Iverson and Denlinger, 2001).

La resistencia debida a la fricción basal es modificada por cambios en la pendiente

del lecho que afectan el peso aparente de la masa en movimiento (Figura 2.6). La acción-

reacción en el lecho también aumenta localmente el esfuerzo normal al lecho por una can-

tidad (ρhū2)/rx, donde rx es el radio local de curvatura del lecho en la dirección x y ū2/rx
es asociado con la aceleración centrípeta (Iverson and Denlinger, 2001). Así, la resistencia

por fricción en el lecho es dada como
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2.3. Estimación de esfuerzos

τs(zx)
∣∣
z=0

= −sgn (ū)
[
ρgzh(1− λ)

(
1 +

ū2

rxgz

)]
tanφbed (2.67)

La Ecuación 2.67 se puede reducir a 2.66 en el limite cuando rx → ∞, aplicable a

topografía planas. Esto se aplica tanto a lechos cóncavos con curvatura positiva (rx > 0)

como a lechos convexos con curvatura negativa (rx < 0) (Iverson and Denlinger, 2001).

2.3.2. Estimación de esfuerzos de la fase fluida

Para evaluar los esfuerzos de la fase fluida se supone que el fluido tiene un compor-

tamiento Newtoniano. Los esfuerzos del fluido incluyen tanto un componente de presión

isotrópica que no depende de la deformación viscosa como un componente viscoso desvia-

dor. Al tomar los términos de disipación de energía de las ecuaciones de Navier-Stokes

para fluidos Newtonianos incompresibles con el fin de representar los esfuerzos debido a la

componente de fluido de la mezcla, se tiene que

−
∫ h

0

(
∂σf(xx)

∂x
+
∂τf(yx)

∂y
+
∂τf(zx)

∂z

)
dz = −

∫ h

0

[
∂P

∂x
− nfµ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)]
dz

(2.68)

La fracción de volumen de fluido nf multiplica a la viscosidad del fluido µ, porque sólo

esta fracción de la mezcla produce esfuerzos viscosos. Con el supuesto de que la presión del

fluido varía linealmente desde un máximo en el lecho Pbed hasta cero en la superficie libre,

y usando el teorema de Leibniz, la presión se integra, de modo que

−
∫ h

0

∂P

∂x
dz = − ∂

∂x

∫ h

0
Pdz + P (h)

∂h

∂x
− P (0)

∂0

∂x
= − ∂

∂x

∫ h

0
Pdz + P (h)

∂h

∂x

= −∂hP
∂x

+ P (h)
∂h

∂x
= −P ∂h

∂x
− h

∂P

∂x
+ P (h)

∂h

∂x
= −h∂P

∂x

= −h∂Pbed

∂x
(2.69)

Del mismo modo, los términos derivados de velocidad son interpretados por el teorema

de Leibniz y el teorema del valor medio para integrales.
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∫ h

0
nfµ

∂2u

∂x2
dz = nfµ

[
∂2

∂x2

∫ h

0
udz − u(h)

∂2h

∂x2
− 2

∂u(h)

∂x

∂h

∂x

]

= nfµ

[
∂2hū

∂x2
− u(h)

∂2h

∂x2
− 2

∂u(h)

∂x

∂h

∂x

]

= nfµ

[
h
∂2ū

∂x2
+ 2

∂ū

∂x

∂h

∂x
+ ū

∂2h

∂x2
− u(h)

∂2h

∂x2
− 2

∂u(h)

∂x

∂h

∂x

]

= nfµ

[
h
∂2ū

∂x2
+ 2

∂

∂x
(ū− u(h))

∂h

∂x
+ (ū− u(h))

∂2h

∂x2

]
(2.70)

donde u(h) especifica el valor de u en la superficie del flujo. Mediante el uso de la

misma aproximación “placa uniforme” (∂h/∂x = 0) utilizado para derivar las ecuaciones

de esfuerzos de Coulomb, como se muestra en la Sección 2.3.1, la Ecuación 2.70 puede ser

reducida a

∫ h

0
nfµ

∂2u

∂x2
dz = nfµh

∂2ū

∂x2
(2.71)

La misma simplificación reduce la ecuación análoga para ∂2v/∂y2 a

∫ h

0
nfµ

∂2u

∂y2
dz = nfµh

∂2ū

∂y2
(2.72)

El término final de esfuerzo viscoso se puede integrar directamente como se muestra en

la Ecuación 2.73 (Denlinger and Iverson, 2001).

∫ h

0
nfµ

∂2u

∂z2
dz = nfµ

(
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=h

− ∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

)
= −3nfµh

ū

h
(2.73)

La forma de la Ecuación 2.73 resulta de suponer una condición de frontera basal an-

tideslizante para el flujo del fluido y un perfil de velocidad parabólico en la dirección z

(Denlinger and Iverson, 2001). Con la combinación de las Ecuaciones 2.69, 2.71, 2.72 y 2.73

se tiene la ecuación que representa el esfuerzo del fluido en la Ecuación 2.68.

−
∫ h

0

(
∂σf(xx)

∂x
+
∂τf(yx)

∂y
+
∂τf(zx)

∂z

)
dz = −h∂Pbed

∂x
+ nfµh

∂2ū

∂x2
+ nfµh

∂2ū

∂y2
+−3nfµh

ū

h
(2.74)

Y una expresión análoga para la dirección y.
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−
∫ h

0

(
∂σf(xy)

∂x
+
∂τf(yy)

∂y
+
∂τf(zy)

∂z

)
dz = −h∂Pbed

∂y
+ nfµh

∂2v̄

∂y2
+ nfµh

∂2v̄

∂x2
+−3nfµh

v̄

h
(2.75)

2.3.3. Evaluación de la presión de poros

La escala de tiempo para la disminución de la presión de poros se define por el cociente

de un coeficiente de difusión de la presión de poros y el cuadrado de la longitud de la

trayectoria de drenaje característica. Mediciones y modelaciones hechas por Major and

Iverson (1999) muestra que el drenaje es predominantemente vertical en depósitos de flujo

de material desagregado que tienen longitudes y anchos que superan el espesor h. Así, la

longitud de la trayectoria de drenaje característica es h (Iverson, 1997).

Iverson and Denlinger (2001) infieren que la presión de poros del fluido basal se advecta

de forma pasiva con el flujo en las direcciones x y y y la presión de poro se difunde de forma

simultánea en la dirección z debido a la consolidación mezcla dependiente del tiempo. La

presión de poros obedece una ecuación de advección-difusión.

∂Pbed

∂t
+ ū

∂Pbed

∂x
+ v̄

∂Pbed

∂y
= D

∂2P

∂z2

∣∣∣∣
bed

(2.76)

donde D es la difusividad de la presión de poros de la mezcla grano-fluido y el término

difusivo que involucra ∂2P/∂z2 se evalúa en el lecho. La disipación final de la presión

de poros en flujos saturados resulta del drenaje gravitacional y al final se produce una

presión menor a la atmosférica (Iverson, 1997). Con esto, los términos advectivos de la

Ecuación 2.76 se pueden suponer como cero. Así, la solución de la ecuación de difusión en

la dirección z se puede obtener fácilmente mediante la adaptación de una solución de la

ecuación de transporte de calor dada por Carslaw and Jaeger (1959) (Ecuación 2.79), sujeta

a las condiciones iniciales y de contorno dadas por la Ecuación 2.78, tal como se presenta

en Iverson and Denlinger (2001).

∂P

∂t

∣∣∣∣
bed

= D
∂2P

∂z2

∣∣∣∣
bed

(2.77)

P (z, 0) = κ[ρgz(h− z)],
∂P

∂z
(0, t) = 0, P (h, t) = 0 (2.78)

La condición inicial, especifica que la presión de poros es igual a una fracción κǫ[κ =

0, κ = 1] del esfuerzos normal total en cada profundidad z (Iverson and Denlinger, 2001).

Las condiciones de contorno especifican que la difusión de la presión de poros se dirige lejos

del lecho (z = 0) y hacia la superficie libre (z = h), donde la presión del fluido es cero
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(Iverson and Denlinger, 2001). Debido a que el modelo se integra en la profundidad, se

evalúa la presión del fluido de poros sólo en el lecho (Pbed). Mediante la evaluación de la

solución de Pbed en el lecho (donde z = 0) se obtiene

Pbed

ρgzh
= λ = κ

{
1− 2

∞∑

n=0

[
(−1)nerfc

(
(2n+ 1)

h√
4Dt

)]}
(2.79)

donde λ es definida por la Ecuación 2.63, D es la difusividad hidráulica que gobierna la

disipación de la presión de poros del fluido. La Ecuación 2.79 permite describir que, cuando

el tiempo tiende a cero, el valor de la presión de poros es máximo para el flujo en función

de κ. Mientras que, si el tiempo tiende a infinito, la presión de poros se ha reducida a cero,

causado por el coeficiente de difusión. En la Figura 2.7 se presenta el cálculo de la Ecuación

2.79 para los primeros 1000 términos de la serie infinita.
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Figura 2.7: Distribución de presión de poros basal normalizado pronosticado por la Ecuación
2.79. La línea continua representa los primeros 1000 términos de la solución y la línea
punteada los primeros términos de la serie (Iverson and Denlinger, 2001).

2.3.4. Coeficiente de presión lateral de tierras

Savage and Hutter (1989) construyeron el coeficiente de presión lateral de tierras me-

diante el uso del circulo de Mohr, suponiendo que un estado de esfuerzos activo y pasivo se

desarrolla dependiendo de si un elemento de material está siendo alargado o comprimido

en la dirección paralela al lecho. Por lo tanto, los esfuerzos normales y paralelos al ángulo

medio de inclinación pueden estar relacionados mediante el uso de un coeficiente de empuje
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dado por

kact/pas = 2
1±

[
1− cos2 φint(1 + tan2 φbed)

]1/2

cos2 φint
− 1 (2.80)

donde φint y φbed son los ángulos de fricción interna del material que fluye y del lecho,

respectivamente. El coeficiente de presión lateral de tierra kact/pas se puede hallar con

las velocidades sobre los puntos adyacentes con una definición de activo (signo positivo) o

pasivo (signo negativo) según si el movimiento pendiente abajo es de dilatación o compresión

dado por la Ecuación 2.81.

kact/pas =

{
kact, si ∂u/∂x, ∂v/∂y > 0,

kpas, si ∂u/∂x, ∂v/∂y < 0,
(2.81)

Si el lecho tiene una máxima rugosidad, en cuyo caso φbed = φint, el coeficiente de

presión lateral de tierra se puede describir como

kact/pas = k0 = knat =
1 + sin2 φint

1− sin2 φint
(2.82)

La Ecuación 2.82 permite encontrar el k0 = knat (Figura 2.8) como un punto medio entre

los coeficiente activo y pasivo, indicando que un bloque de material de Coulomb se puede

mover pendiente abajo con divergencia de velocidad cero (que no implica adelgazamiento o

engrosamiento) sólo si el ángulo de fricción del lecho es igual al ángulo de fricción interna

(Iverson and Denlinger, 2001).

2.3.4.1. Regularización del coeficiente de presión lateral de tierras

La teoría de Savage and Hutter (1989) para avalanchas granulares supone que el material

granular está en cualquiera de los dos estados de esfuerzos límites, dependiendo de si la masa

se contrae o se dilata. Esta transición puede generar discontinuidades en esfuerzos entre

regiones convergente y divergentes (i.e., contracción o dilatación) lo que necesariamente

implica que hay un salto en la velocidad de la avalancha y/o su espesor (Tai and Gray, 1998).

Estas discontinuidades introducidas sobre todo en la velocidad desestabilizan la solución

numérica dada por el método penalizado de multidominios espectrales (Sección 4.3), por lo

tanto, es necesario hacer uso de un esquema de regularización para el coeficiente de presión

lateral de tierra como el que se presenta en Tai and Gray (1998).

La regularización del coeficiente de presión lateral de tierras se puede hacer mediante

la introducción de una transición suave entre los diferentes límites de estados de esfuerzos

(Figura 2.8). Para grandes pendientes de convergencia kact/pas se acerca kpas y grandes

pendientes de divergencia kact/pas se aproxima a kact.
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Figura 2.8: Presión lateral de tierra regularizado por la introducción de una función que
decrece monotonicamente con la divergencia de la velocidad ∂u/∂x.

Existe una transición suave que decrece monótonicamente entre estos dos estados limi-

tantes, que cruza ∂u/∂x = 0 en la linea kxact/pas
= kx0

. Tai and Gray (1998) presenta un

coeficiente lateral de tierra modificado definido como:

kxact/pas
=

(kxact + kxpas)

2
+A

(kxact − kxpas)

2
(2.83)

kyact/pas =
(kyact + kypas)

2
+B

(kyact − kypas)

2
(2.84)

donde las funciones A y B son dependientes del gradiente de velocidad ∂u/∂x y ∂v/∂y,

respectivamente. Estas funciones se describen como,

A =
[ψ(∂u/∂x)− (∂u/∂x0)]√

1 + [ψ(∂u/∂x)− (∂u/∂x0)]
2

(2.85)

B =
[ψ(∂v/∂y)− (∂v/∂y0)]√

1 + [ψ(∂v/∂y)− (∂v/∂y0)]
2

(2.86)

(2.87)

donde ψ determina la pendiente de la transición. Las variables ∂u/∂x y ∂v/∂y se eligen
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de manera que el origen kxact/pas
|∂u/∂x=0 = kx0

y kyact/pas |∂v/∂y=0 = ky0 , indicando que

∂u

∂x0
=

−A0√
(1−A2

0)
(2.88)

∂v

∂y0
=

−B0√
(1−B2

0)
(2.89)

donde

A0 =
(2kx0

− kxact − kxpas)

(kxact − kxpas)
(2.90)

B0 =
(2ky0 − kyact − kypas)

(kyact − kypas)
(2.91)

Un punto natural entre el estado de esfuerzos activo y pasivo se da cuando el coeficiente

de empuje cruza el origen en

kx0
= knatx = 2 sec2 φint − 1 (2.92)

donde kact ≤ knatx ≤ kpas y kact ≤ knaty ≤ kpas para todos los valores de los ángulos

de fricción interna. Utilizar el coeficiente de presión lateral de tierra regularizado propor-

ciona estabilidad a la solución numérica dada por el método penalizado de multidominios

espectrales (ver Sección 4.3), a diferencia de utilizar el coeficiente de presión lateral como

función discontinua (Ecuación 2.80).

2.4. Ecuaciones de gobierno

En esta sección se presentan de forma resumida la ecuaciones integradas en la pro-

fundidad de flujos de material desagregado que se obtuvieron a partir de los desarrollos

presentados en las Secciones 2.2 y 2.3, y que tienen en cuenta los esfuerzos de los sólidos y

el fluido se pueden escribir como:

∂h

∂t
+
∂hu

∂x
+
∂h v

∂y
= 0 (2.93)
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ρ

(
∂hu

∂t
+
∂hu2

∂x
+
∂h v u

∂y

)
= −sgn (u)

[
ρgzh− Pbed

(
1 +

u2

rxgz

)]
tanφbed − 3nfµ

u

h

−hkxact/pas

∂

∂x
(ρgzh− Pbed)− h

∂Pbed

∂x
− nfµh

∂2u

∂x2

−sgn
(
∂u

∂y

)
hkxact/pas

∂

∂x
(ρgzh− Pbed) sinφint + nfµh

∂2u

∂y2

+ρgxh

(2.94)

ρ

(
∂h v

∂t
+
∂hu v

∂x
+
∂h v2

∂y

)
= −sgn (v)

[
ρgzh− Pbed

(
1 +

v2

rygz

)]
tanφbed − 3nfµ

v

h

−hkyact/pas
∂

∂y
(ρgzh− Pbed)− h

∂Pbed

∂y
− nfµh

∂2v

∂y2

−sgn
(
∂v

∂x

)
hkyact/pas

∂

∂y
(ρgzh− Pbed) sinφint + nfµh

∂2v

∂x2

+ρgyh

(2.95)

donde u y v son las velocidades horizontales promedio en la dirección x y y, respecti-

vamente, h es el espesor del flujo, y g es la constante gravitacional. Los términos del lado

derecho de las Ecuaciones 2.94 y 2.95 se agrupan de acuerdo al tipo de esfuerzo: la primer

línea representa el esfuerzo cortante basal, la segunda línea representa el esfuerzo normal

longitudinal, la tercera línea representa el esfuerzo cortante transversal y la cuarta línea

representa la fuerza que impulsa el flujo debido a la gravedad. El desarrollo de cada uno de

estos términos de esfuerzos tanto de los sólidos como del fluido se presentan detalladamente

en las Secciones 2.3.1 y 2.3.2, respectivamente.

2.5. Componente gravitacional

Las ecuaciones de flujos de detritos integradas en la profundidad son escritas en términos

de un sistema de coordenadas cartesiano, ortogonal y local en donde la coordenada z es

normal a cada trozo del plano sobre el cual la masa desciende. Para un caso de prueba que

se presenta en la Sección 5.2.1 donde se tiene una plano inclinado, los componentes de la

aceleración gravitacional en la dirección longitudinal, transversal y normal, respectivamente,

se describen como:

gx = g sin θ, gy = 0, gz = −g cos θ (2.96)
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Figura 2.9: Componentes de la aceleración gravitacional en las direcciones x y z, normal al
plano sobre el cual la masa desciende.

La descomposición de los componentes gravitacionales es muy importante ya que si se

trata del componente vertical de la gravedad (i.e., gz) hace que a partir de la condición

inicial el material pueda caer y redistribuirse en el espacio computacional. Los componentes

horizontales de la gravedad (i.e., gx y gy) impulsan el material predominantemente en

una dirección horizontal (Figura 2.9). La importancia que tiene esta descomposición de la

gravedad se puede apreciar de forma más clara en el Capítulo 4.3.
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2.6. Discusión

La integración de las ecuaciones de conservación de masa y momentum reduce el nú-

mero de dimensiones espaciales de tres a dos, para lo cual es necesario suponer que el

esfuerzo normal basal es hidrostático, llegando así a la teoría de aguas someras. En los

flujos de material desagregado el estado de esfuerzos puede diferir significativamente del

estado hidrostático debido a que la aceleración vertical puede cambiar el peso de una masa

de material desagregado en movimiento. Para tratar de corregir esta falencia, Denlinger and

Iverson (2004) describe una manera de estimar la velocidad vertical media, promediando

las velocidades u y v entre la superficie y el lecho.

El uso de un coeficiente de presión lateral de tierras regularizado constante, indica que

un bloque de material se mueve pendiente abajo sin divergencia de velocidad, es decir, sin

la presencia de adelgazamientos o engrosamientos en el espesor del flujo. Este coeficiente

único puede no ser la implementación más apropiada desde el punto de vista físico, ya

que la velocidad puede cambiar de un punto a otro de forma considerable como muestra

Pudasaini et al. (2005) en algunos experimentos.

En la regularización del coeficiente de presión lateral de tierras discontinuo se utiliza un

factor ψ que determina la pendiente de la función de transición. En este trabajo se empleó

un valor de ψ de modo que la transición entre los dos estados de esfuerzos, activo y pasivo,

fuese lo menos abrupto posible con el fin de asegurar la estabilidad de la solución. Esto

crea la necesidad de saber que tan pronunciada debe ser la pendiente de la transición entre

los dos estados de esfuerzos. Indicios de respuestas a la pregunta generada anteriormente

pueden darse mediante la experimentación y medición del campo de velocidades en el plano

como se hace en Pudasaini et al. (2005), donde se muestra con el uso de la técnica llamada

“particle image velocimetry” los cambios abruptos de velocidad que se pueden presentar de

un punto a otro para flujos granulares.

La integración en la profundidad de las ecuaciones de conservación y el uso del coefi-

ciente de presión lateral de tierras evita el cálculo del tensor de esfuerzos, de modo que

facilita la solución del conjunto de ecuaciones y reduce el tiempo computacional requerido

para obtener dicha solución. Los trabajos presentados por Denlinger and Iverson (2004) y

Hutter et al. (2005) incluyen algunos términos para evaluar la influencia de la velocidad

vertical, calcular los esfuerzos de Coulomb conjugados a los desplazamientos en el espacio

tridimensional de esfuerzos y utilizan un factor de corrección de momentum que cambia

la distribución de material desagregado en el espacio y el tiempo. Estas consideraciones

adicionales implican que un modelo bidimensional no es suficiente para obtener una optima

predicción de este tipo de flujos, indicando que los supuestos planteados en este tipo de

ecuaciones son lo suficientemente importantes para evitar conseguir una predicción precisa.
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La solución analítica de la Ecuación 2.94 se puede obtener para una masa de mezcla

de Coulomb homogénea con un espesor uniforme (h = H) que viaja pendiente abajo sin

gradiente de velocidad en la dirección x y y (i.e., la velocidad varía solo con el tiempo y

no con el espacio). La presión de poros es constante en el tiempo y el espacio, y el terreno

es un plano inclinado. La ecuación de momentum promediada en la profundidad (Ecuación

2.94), se reduce a una ecuación lineal que describe el movimiento traslacional de la masa.

ρ
dHu

dt
= − (ρgzH − Pbed) tanφbed − 3nfµ

u

H
+ ρgxH (3.1)

La Ecuación 3.1 se expande mediante el uso de la regla de la derivada de un producto

sobre el termino de la derivada local.

ρH
du

dt
+ ρu

dH

dt
= − (ρgzH − Pbed) tanφbed − 3nfµ

u

H
+ ρgxH (3.2)

Ya que se supone un espesor constante (H), entonces el segundo término del lado

izquierdo de la ecuación 3.2 se pueden despreciar.

ρH
du

dt
= − (ρgzH − Pbed) tanφbed − 3nfµ

u

H
+ ρgxH (3.3)

ρH
du

dt
= −ρgzH tanφbed + λρgzH tanφbed − 3nfµ

u

H
+ ρgxH (3.4)

Dividiendo la ecuación entre ρH:

du

dt
= −gz (1− λ) tanφbed − 3

nfµ

ρH2
u+ gx (3.5)
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Reagrupando términos

du

dt
+ 3

nfµ

ρH2
u = −gz (1− λ) tanφbed + gx (3.6)

Se normaliza por la división entre gz.

1

gz

du

dt
+ 3

nfµ

ρgzH2
u =

gx
gz

− (1− λ) tanφbed (3.7)

Por el reemplazo de gx/gz = tan θ en la Ecuación 3.7 se obtiene:

1

gz

du

dt
+ 3

nfµ

ρgzH2
u = tan θ − (1− λ) tanφbed (3.8)

1

gz

du

dt
+ 3

nfµ

ρgzH2
u = Θ (3.9)

Θ = tan θ − (1− λ) tanφbed, es el parámetro que representa la fuerza gravitacional

normalizada menos la resistencia debida a la fricción basal de Coulomb. Además, Θ es

constante si la relación de la presión de poros λ, el ángulo del talud θ y el ángulo de fricción

φbed son constantes (Iverson and Denlinger, 2001).

du

dt
+ 3

nfµ

ρH2
u = gzΘ (3.10)

3.1. Solución analítica para la velocidad

Con el objetivo de solucionar la Ecuación 3.10 (ecuación diferencial ordinaria de primer

orden) los parámetros constantes son agrupados de la siguiente manera:

a = 3
nfµ

ρH2
y b = gzΘ (3.11)

entonces,

du

dt
+ au = b (3.12)

du

dt
= b− au (3.13)

La Ecuación 3.13 se puede solucionar integrando con el método de separación de varia-

bles. Reescribiendo la Ecuación 3.13 y separando las variables.

du

b− au
= dt (3.14)
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Ahora la Ecuación 3.14 es integrada

∫
du

b− au
=

∫
dt (3.15)

− 1

a
ln (b− au) = t+ C (3.16)

b− au = e−aCe−at (3.17)

b− au = Ae−at (3.18)

donde la nueva constante A es la magnitud e−aC y el mismo signo (±) que (b − a).

Mediante la solución de la Ecuación 3.14 se obtiene la velocidad instantanea del flujo de

material desagregado, que describe el comportamiento del centro de masa en un tiempo

especifico.

u =
b

a
− A

a
e−at (3.19)

Para encontrar el valor de la constante A, es necesario reemplazar las condiciones ini-

ciales u = u0 y t = 0s en la solución general (Ecuación 3.19).

u0 =
b

a
− A

a
e−a(0) (3.20)

A = b− au0 (3.21)

El valor de la constante A (Ecuación 3.21), se reemplaza en la Ecuación 3.19

u =
b

a
− b− au0

a
e−at (3.22)

u =
b

a
− b

a
e−at + u0e

−at (3.23)

u =
b

a

(
1− e−at

)
+ u0e

−at (3.24)

Reemplazando las constantes a y b (Ecuaciones 3.11) en la Ecuación 3.24,

u =
gzΘ

3
nfµ

ρH2

(
1− e

−
(

3
nfµ

ρH2

)

t
)
+ u0e

−
(

3
nfµ

ρH2

)

t
(3.25)

Finalmente, por la integración de la Ecuación 3.10 se obtiene la solución analítica.
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La Ecuación 3.26 es la ecuación de velocidad instantánea del centro de masa del flujo de

material desagregado.

u =
ρgzH

2

3nfµ
Θ

[
1− e

(

−t/ ρH2

3nfµ

)]
+ u0e

(

−t/ ρH2

3nfµ

)

(3.26)

Si los esfuerzos generados en las fronteras laterales son insignificantes comparados con

los esfuerzos basales, la Ecuación 3.26 describe el movimiento del centro de masa de un

cuerpo en deformación así como un cuerpo en traslación. Entonces, incluso si Θ varía como

una función arbitraria de la posición y el tiempo, la Ecuación 3.26 se puede usar como

una base para el cálculo paso a paso del movimiento del centro de masa de la mezcla de

Coulomb ya sea con λ constante o variable (Hutchinson, 1986).

3.2. Solución analítica para la posición espacial

Para encontrar la posición del flujo de material desagregado en un tiempo determinado,

la Ecuación 3.24 se reordena y se integra de la siguiente manera.

u =
b

a
+

(
u0 −

b

a

)
e−at (3.27)

x =

∫
udt =

b

a
t− 1

a

(
u0 −

b

a

)
e−at + c (3.28)

Para encontrar el valor de la constante c, es necesario reemplazar las condiciones iniciales

x = x0 y t = 0 en la solución general (Ecuación 3.28).

x0 =
b

a
(0)− 1

a

(
u0 −

b

a

)
e−a(0) + c (3.29)

c = x0 +
1

a

(
u0 −

b

a

)
(3.30)

El valor constante c es reemplazado en la Ecuación 3.28.

x =
b

a
t− 1

a

(
u0 −

b

a

)
e−at + x0 +

1

a

(
u0 −

b

a

)
(3.31)

x =
b

a
t− 1

a
u0e

−at +
b

a2
e−at + x0 +

1

a
u0 −

b

a2
(3.32)

x = x0 +
b

a
t+

1

a
u0 −

1

a
u0e

−at − b

a2
+

b

a2
e−at (3.33)
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3.2. Solución analítica para la posición espacial

x = x0 +
b

a
t+

u0
a

(
1− e−at

)
− b

a2
(
1− e−at

)
(3.34)

Después de algunas manipulaciones algebraicas se tiene que:

x = x0 +
b

a
t+

1

a

(
u0 −

b

a

)(
1− e−at

)
(3.35)

Reemplazando las constantes a y b en la Ecuación 3.35:

x = x0 +
gzΘ

3
nfµ

ρH2

t+
1

3
nfµ

ρH2

(
u0 −

gzΘ

3
nfµ

ρH2

)(
1− e

−
(

3
nfµ

ρH2

)

t
)

(3.36)

Finalmente, por la integración de la Ecuación 3.28 se obtiene la solución analítica. La

Ecuación 3.37 es la ecuación de desplazamiento instantáneo del centro de masa del flujo de

material desagregado (DIF).

x = x0
ρgzH

2

3nfµ
Θt+

ρH2

3nfµ

[
u0 −

ρgzH
2

3nfµ
Θ

] [
1− e

(

−t/ ρH2

3nfµ

)]
(3.37)

Si Θ varia como una función arbitraria de la posición y el tiempo, las Ecuaciones 3.26

y 3.37 pueden ser empleadas para calcular paso a paso la velocidad y posición del centro

de masa de un flujo de material desagregado. Las Ecuaciones 3.26 y 3.37 son utilizadas

para obtener la velocidad y posición de un caso de prueba y se comparan con la solución

numérica en la Sección 6.2.
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La solución numérica de las ecuaciones de gobierno para flujos de material desasgregado

presentadas en la Sección 2.4 se puede obtener mediante el uso de una técnica de discre-

tización espacial y temporal. Típicamente se han utilizado métodos de bajo orden como

diferencias finitas, volúmenes finitos y elementos finitos para la solución de este conjunto

de ecuaciones que describen el movimiento de los flujos de material desagregado.

Los primeros intentos por solucionar ecuaciones para flujos de material desagregado fue-

ron dados por Gray et al. (1999); Hutter and Greve (1993); Hutter and Koch (1991); Hutter

et al. (1995); Ouyang et al. (2013); Savage and Hutter (1989); Tai et al. (2002); Wieland

et al. (1999), mediante el uso de diferentes esquemas de diferencias finitas como two-step ex-

plicit finite-difference, MacCormack-TVD y shock-capturing methods [e.g., Non-Oscillatory

Central (NOC) y Essentially Non-Oscillatory (ENO)] (Hutter et al., 2005). Otros trabajos

(Denlinger and Iverson, 2001, 2004; Koschdon and Schäfer, 2003; Vollmöller, 2004; Wang

et al., 2004) han generado soluciones con diferentes esquemas de volúmenes finitos como,

Godunov, Riemann solver [e.g., Harten-Lax-vanLeer-Contact (HLLC) y Roe] y total varia-

tion diminishing (TVD). También los elementos finitos han sido utilizados para calcular

los esfuerzos de Coulomb conjugado a los desplazamientos en el espacio tridimensional de

esfuerzos (Denlinger and Iverson, 2004).

Debido a que no se ha reportado el uso de los métodos de alto orden para la solución

numérica de las ecuaciones de flujos de material desagregado, en este trabajo soluciona las

ecuaciones hiperbólicas que describen estos fenómenos con un método de alto orden que se

describe en este capítulo.
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4.1. Métodos espectrales

Los métodos espectrales pertenecen a la categoría más amplia de los métodos de residuos

ponderados, para el que las aproximaciones se definen en términos de expansiones de series.

Muchas ecuaciones de evolución se pueden escribir de forma general como Boyd (2001);

Canuto (2006):

∂u

∂t
=M(u) (4.1)

donde u(x, t) es la variable dependiente, y M(u) es un operador (lineal o no lineal) que

contiene todas las derivadas espaciales de u. La Ecuación 4.1 debe ir acompañada con una

condición inicial u(x, 0) y condiciones de contorno adecuadas. La solución aproximada se

puede representar como Canuto (2006):

uN =
N∑

k=0

ukφk(x) (4.2)

donde φk(x) se denomina la función de prueba (Canuto, 2006).

La diferencia entre los métodos de bajo orden y los métodos de alto orden se encuentra

principalmente en el orden de aproximación de las funciones de prueba. Las funciones de

prueba para los llamados métodos espectrales clásicos son globales (Canuto, 2006). Los

métodos de elementos finitos, el dominio se divide en pequeños elementos y se especifican

funciones de prueba de bajo orden (i.e., N ≤ 3) en cada elemento. Las funciones de prueba

para métodos de elementos finitos son por lo tanto de carácter local. Por tanto, los elementos

finitos son adecuados para la manipulación de geometrías complejas (Canuto, 2006). Los

métodos de diferencias finitas son típicamente vistos desde una perspectiva de aproximación

puntual en lugar de una perspectiva de función base de prueba. Sin embargo, cuando se

traduce en una formulación adecuada, las funciones base de prueba de diferencias finitas

son igualmente local (Canuto, 2006).

Los métodos espectrales se distinguen no sólo por el tipo fundamental del método (Ga-

lerkin, colocación, Galerkin con integración numérica, o tau), sino también por la elección

particular de las funciones de prueba (Canuto, 2006). La mayor frecuencia funciones de

prueba utilizados son polinomios trigonométricos, polinomios de Chebyshev, y polinomios

de Legendre que son implementados en este trabajo (Canuto, 2006).

En este trabajo se emplea un método discontinuo de alto orden que consiste en un en-

foque de colocación de multidominios basados en subdominios discontinuos, rectangulares,

no superpuestos que son conectados de forma débil por las interfaces con un término de

penalización (Escobar-Vargas et al., 2012; Hesthaven and Gottlieb, 1996). Esta técnica es

llamada método penalizado de multidominios espectrales y su fundamento se presenta en
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la Sección 4.3.

4.2. Forma conservativa de las ecuaciones de flujo de material

desagregado

El sistema de ecuaciones de flujo de material desagregado se pueden escribir de forma

conservativa como

∂q

∂t
+
∂F(q)

∂x
+
∂G(q)

∂y
= S(q) (4.3)

donde q denota el vector de las variables conservativas, F(q) y G(q) representan los

flujos horizontales en la dirección x y y, respectivamente, y S(q) es el vector que contiene

los términos fuente. Al descomponer este sistema de ecuaciones se tiene

q =



h

mx

my


 =



q1

q2

q3


 (4.4)

F(q) =




mx

m2
x/h+ 1

2

[
(1− λ)kxact/pas

+ λ
]
gz h

2

mxmy/h


 =




F1

βxxF2

βyxF3


 (4.5)

G(q) =




my

mxmy/h

m2
y/h+ 1

2

[
(1− λ)kyact/pas + λ

]
gz h

2


 =




G1

βxyG2

βyyG3


 (4.6)

S(q) =




0

Sx

Sy


 (4.7)

donde las variables conservativas mx = hu y my = hv. Sx y Sy son términos que

contienen las fuerzas de los sólidos y el fluido en la dirección x y y, respectivamente,

encargados de la disipación de la energía. Los términos que disipan la energía son descritos

por las Ecuaciones 4.8 y 4.9.
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Sx = gxh− sgn (u) (1− λ)

(
gz + u2

∂θx
∂x

)
h tanφbed −

3nfµ

ρ

u

h
+
nfµh

ρ

∂2u

∂x2

− sgn

(
∂u

∂y

)
hkxact/pas

∂

∂y
[gzh(1− λ)] sinφint +

nfµh

ρ

∂2u

∂y2
(4.8)

Sy = gyh− sgn (v) (1− λ)

(
gz + v2

∂θy
∂y

)
h tanφbed −

3nfµ

ρ

v

h
+
nfµh

ρ

∂2v

∂y2

− sgn

(
∂v

∂x

)
hkyact/pas

∂

∂x
[gzh(1− λ)] sinφint +

nfµh

ρ

∂2v

∂x2
(4.9)

u y v son las velocidades en la dirección x y y, respectivamente, que son determinadas

por la definición de las variables conservativas como u = mx/h, v = my/h, cuando h 6= 0.

El cálculo de u y v son presentados detalladamente en la Sección 4.4.2. ∂θx/∂x y ∂θy/∂y

representan la variación del ángulo de inclinación θ en función del espacio, que trata de

capturar el radio de curvatura de la base topográfica. Los términos de esfuerzos de los

sólidos y el fluido son desarrollado de forma detallada en la Sección 2.3.

4.3. Discretización espacial:

Método penalizado de multidominios espectrales

En este trabajo se soluciona el conjunto de ecuaciones de flujos de material desagregado

(Ecuación 4.3) con un método numérico en el que el frente de propagación de onda sea

no disipativo y no dispersivo. Los esquemas basados en elementos discontinuos con un

alto orden de precisión son particularmente atractivos para satisfacer estas necesidades

(Escobar-Vargas et al., 2012). Estos sistemas combinan la convergencia exponencial, débil

disipación artificial y la dispersión de los métodos espectrales estándar de un solo dominio

(Boyd, 2001) con la adaptabilidad espacial de las técnicas de elemento-volúmenes finitos

clásicos. La técnica de discretización espacial llamada método penalizado de multidominios

espectrales (SMPM) cumple con los requerimientos anteriormente planteados Hesthaven

and Gottlieb (1996).

Específicamente, el método penalizado de multidominios espectrales consiste en un en-

foque de colocación de multiples dominios discontinuos, rectangulares, no superpuestos que

son conectados por un término de penalización que asegura la estabilidad de la solución por

la imposición de una continuidad débil en las interfaces de los subdominios (Escobar-Vargas

et al., 2012; Hesthaven and Gottlieb, 1996). Teniendo en cuenta las discontinuidades intrín-

secas del método y la unión de las interfaces (Figura 4.1), la formulación de este método
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espectral se presentará en dos partes, primero el interior de los subdominios (Sección 4.3.1),

y en seguida el tratamiento dado en la interfaces verticales y horizontales (Sección 4.3.2).

 

 

Interfaz  

vertical 

Interfaz  

horizontal 

 

Interior del 

subdominio 

Frontera física 

del dominio 

Figura 4.1: Esquema de discretización del dominio dividido en subdominios. La línea con-

tinua ancha denota la frontera del dominio computacional, la línea punteada denota la

interfaz vertical, la línea discontinua denota la interfaz horizontal. La estrella denota el

interior de cada subdominio.

4.3.1. Interior de los subdominios

En el interior de cada subdominio cualquier función q(x, y, t) se puede aproximar por

el uso de polinomios de interpolación de Lagrange de N -ésimo orden sobre una malla de

Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) (Hesthaven and Gottlieb, 1996).

q(x, y, t) =
N∑

i=0

N∑

j=0

q(xi, yj , t)li(x)lj(y) (4.10)

donde q(xi, yj , t) es el valor de la función en el punto discreto (xi, yj), y li(x), lj(y)

es el i-ésimo y j-ésimo polinomio de interpolación de Lagrange basado sobre los nodos de

GLL en las direcciones x y y, respectivamente. Las derivadas espaciales en la dirección x

en el sistema de coordenadas se aproxima como,

∂q(xi, yj , t)

∂x
=
∂q(xi, yj , t)

∂ξ

∂ξ

∂x
=
∂ξ

∂x

N∑

k=0

Dikq(xk, yj , t) (4.11)
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∂ξ/∂x representa el mapeo del sistema de coordenadas local ξ ∈ [−1, 1] dado por los

puntos de GLL en el sistema de coordenadas global x ∈ R, donde se supone que x = x(ξ)

y ξ = ξ(x) con η 6= η(x). Di,k es la matriz de diferenciación espectral del Legendre que

es calculada como en Costa and Don (2000). La n-ésima derivada es aproximada de una

manera similar. Los polinomios de Legendre se presentan detalladamente en el Apéndice

A.

4.3.2. Tratamiento de las interfaces

La unión de los subdominios discontinuos no superpuestos se da mediante la penalización

de los puntos de colocación localizados a lo largo de las fronteras de cada subdominio (Figura

4.2).

∂q

∂t
+
∂F (q)

∂x
+
∂G(q)

∂y
= S(q)

+ τ1Q(x)[F+(q)− F+(q∗)]
+ τ2Q(x)[F−(q)− F−(q∗)]
+ τ3Q(x)[G+(q)−G+(q∗)]
+ τ4Q(x)[G−(q)−G−(q∗)] (4.12)

donde τi(i = 1, ..., 4) es el coeficiente de penalización, Q(x) actúa como una función

delta Dirac que es diferente de cero solamente en las interfaces de los subdominios donde el

término de penalización se activa y F±(q), G±(q), F±(q∗), y G±(q∗) representan los flujos

positivos y negativos en los puntos de la malla sobre las interfaces de los subdominios (∗
indica el punto correspondiente sobre la interfaz vecina) sobre el subdomino bajo conside-

ración (Escobar-Vargas et al., 2012). En un sentido general, los coeficientes de penalización

se pueden ver como factores de peso para los flujos positivos y negativos a través de las

interfaces (Escobar-Vargas et al., 2012).

La forma penalizada de las ecuaciones de flujo de material desagregado se presentan

para el caso de mallas cuadriláteras estructuradas con subdominios rectangulares, donde el

tratamiento para las interfaces verticales se determina por los flujos horizontales ∂F/∂x, y

para las interfaces horizontales por los flujos verticales ∂G/∂y. Embebidos en los coeficientes

de penalización τi (i = 1,...,4) están los factores de mapeo para permitir la coherencia en

unidades entre los diferentes términos de la Ecuación 4.12.
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 Unión

Figura 4.2: Unión de 4 subdominios discontinuos.

4.3.2.1. Interfaces verticales

La Figura 4.3 presenta un esquema de las interfaces verticales entre los subdominios I y

II, donde L o R representa cualquier punto de colocación en los bordes izquierdo y derecho

de la interfaz. La forma penalizada de las ecuaciones de flujo de material desagregado para

un punto localizado en el borde izquierdo de la interfaz es,

∂qL

∂t
+
∂FL

∂x
+
∂GL

∂y
= S(q)L + τ1QL[(F

+)L − (F+)R] + τ2QL[(F
−)L − (F−)R] (4.13)

Para un punto a lo largo del borde derecho de la interfaz, la forma penalizada es

∂qR

∂t
+
∂FR

∂x
+
∂GR

∂y
= S(q)R + τ5QR[(F

+)R − (F+)L] + τ6QR[(F
−)R − (F−)L] (4.14)

En la Ecuación 4.14 τ5 y τ6 es el correspondiente coeficiente de penalización para el

borde derecho de la interfaz.

 

Figura 4.3: Interfaz vertical (Escobar-Vargas et al., 2012).
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4.3.2.2. Interfaces horizontales

La Figura 4.4 presenta un esquema de las interfaces horizontales entre los subdominios

I y III. En este caso, B y T representa los puntos de colocación a lo largo del borde superior

e inferior de la interfaz. La ecuación de penalización para los puntos localizados en el borde

inferior de la interfaz horizontal es

∂qB

∂t
+
∂FB

∂x
+
∂GB

∂y
= S(q)B + τ3QB[(G

+)B − (G+)T ] + τ4QB[(G
−)B − (G−)T ] (4.15)

Para un punto a lo largo del borde superior de la interfaz, la forma penalizada es

∂qT

∂t
+
∂F T

∂x
+
∂GT

∂y
= S(q)T + τ7QT [(G

+)T − (G+)B] + τ8QT [(G
−)T − (G−)B] (4.16)

En la Ecuación 4.16 τ7 y τ8 es el coeficiente de penalización para el borde superior de

la interfaz.

 

Figura 4.4: Interfaz horizontal (Escobar-Vargas et al., 2012).

4.3.2.3. Implementación en este trabajo

En este trabajo se implementa el método del promedio de modo que se toman los

coeficientes de penalización para flujos positivos y negativos en los lados de las interfaces

para que sean iguales (Escobar-Vargas et al., 2012). Lo anterior lleva a
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τL = τ1 = τ2 =
1

2ω

∂ξ

∂x
=

1

ω∆x
(4.17)

τB = τ3 = τ4 =
1

2ω

∂η

∂y
=

1

ω∆y
(4.18)

τR = τ5 = τ6 =
1

2ω

∂ξ

∂x
= − 1

ω∆x
(4.19)

τT = τ7 = τ8 =
1

2ω

∂η

∂y
= − 1

ω∆y
(4.20)

donde ∂ξ/∂x, ∂η/∂y son los factores de mapeo para los términos de penalización ac-

tuando sobre las interfaces vertical y horizontal, respectivamente.

La ecuaciones de flujo de material desagregado penalizadas se pueden reescribir de

acuerdo con cada posible orientación de las interfaces de subdominio:

Interfaces verticales

El borde izquierdo de la interfaz es

∂qL

∂t
+
∂FL

∂x
+
∂GL

∂y
= S(q)L + τLQL[F

L − FR] (4.21)

El borde derecho de la interfaz es

∂qR

∂t
+
∂FR

∂x
+
∂GR

∂y
= S(q)R + τRQR[F

R − FL] (4.22)

Interfaces horizontales

El borde inferior de la interfaz es

∂qB

∂t
+
∂FB

∂x
+
∂GB

∂y
= S(q)B + τBQB[G

B −GT ] (4.23)

El borde superior de la interfaz es

∂qT

∂t
+
∂F T

∂x
+
∂GT

∂y
= S(q)T + τTQT [G

T −GB] (4.24)

A diferencia de Hesthaven and Gottlieb (1996) en este esquema no se utiliza una formu-

lación especial para las esquinas, que simplemente se tratan como puntos que pertenecen a

dos bordes de la misma ortogonal. Este enfoque simplificado es más estable que la derivación
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teórica (Escobar-Vargas et al., 2012).

4.3.2.4. Representación compacta del SMPM

Escobar-Vargas et al. (2012) escribe una forma compacta de las Ecuaciones 4.21 a la

4.24.

∂qe

∂t
+
∂F e

∂x
+
∂Ge

∂y
= S(q)e +

4∑

i=1

τ̂eQen
(e,l) · [F e − F l] (4.25)

donde n(e,l) es el vector unitario que apunta hacia afuera en la dirección de volumen de

control de e a l y τ̂e es el coeficiente de penalización, que se puede escribir como

τ̂ ≡ |τ | = 1

ω∆s
(4.26)

ω son los pesos de la cuadratura GLL asignados a los puntos a lo largo de las interfaces de

la izquierda, derecha, arriba y abajo. Para un orden uniforme de aproximación polinómica,

N , en cada subdominio se puede utilizar un único valor de ω = 2/N(N+1) y ∆s = (∆x,∆y)

depende de la orientación de las interfaces del subdominio.

4.4. Condiciones de frontera

En esta sección se presenta el tratamiento de las fronteras del dominio computacional

y el tratamiento en la frontera entre zonas en las que hay y no hay material granular.

4.4.1. Fronteras del dominio computacional

4.4.1.1. Condiciones de frontera reflectivas y deslizantes

Las condiciones de fronteras en la dirección perpendicular a cada pared del dominio

computacional se imponen como reflectivas, es decir, el vector de velocidades es ū · n = 0,

donde ū = (ū, v̄) (Figura 4.5). Esta condición permite obtener las velocidades en la dirección

paralela al flujo, que en adelante se denomina como deslizante (Figura 4.5).

Las condiciones reflectivas son adecuadas para las fronteras que restringen el flujo en la

dirección y, debido a las paredes laterales del canal (v̄ = 0, Figura 4.5). Mientras que las

condiciones reflectivas para las fronteras que restringen el flujo en la dirección x (ū = 0,

Figura 4.5) pueden no ser las más apropiadas. Si el flujo no se detiene antes de chocar con

la pared del lado derecho es necesario extender el dominio en la dirección x para poder

capturar la forma del depósito del material desagregado (tal como se hizo en este trabajo).

Las condiciones reflectivas en la frontera derecha tienen más sentido si se quiere cap-

turar el comportamiento de choque y forma del depósito del flujo de material desagregado
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𝐮 ∙ 𝐧 = 0 𝐮 ∙ 𝐧 = 0 

𝐮 ∙ 𝐧 = 0 

𝐮 ∙ 𝐧 = 0 

Figura 4.5: Condiciones de frontera reflectivas y deslizantes.

contra un muro de contención inamovible (e.g., muros para el control de flujos de material

desagregado). Con esto también se podría analizar la aceleración y los esfuerzos justo antes

de chocar contra la pared.

4.4.1.2. Condiciones de frontera reflectivas y antideslizantes

La condición de frontera denominada antideslizante consiste en que el vector de ve-

locidad en las fronteras superior e inferior se impone como cero, es decir, aun cuando el

material esta en movimiento ū = 0 (Figura 4.6).

𝐮 ∙ 𝐧 = 0 𝐮 ∙ 𝐧 = 0 

𝐮 = 0 

𝐮 = 0 

Figura 4.6: Condiciones de frontera reflectivas y antideslizantes.

4.4.2. Seguimiento a la frontera del flujo

Para la solución de la ecuaciones de flujos de material desagregado se debe definir un

seguimiento en las fronteras del dominio del flujo, es decir, entre puntos con material (z = b),

y puntos sin material (z = h). Las velocidades u y v en la dirección x y y, respectivamente,

son determinadas por la definición de las variables conservativas (Ecuación 4.27).

u = mx/h, v = my/h, para h 6= 0 (4.27)

En las ecuaciones de aguas someras la altura h se define como h = Ho + γ, en donde
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Runge-Kutta

Ho es la profundidad promedio y γ es el desplazamiento de la superficie libre. El uso de

una profundidad promedio permite la presencia de oscilaciones negativas que no pueden

suceder en zonas secas (h). En el caso de las ecuaciones de flujos de material desagregado

Ho = 0, por lo que h = γ. Para las ecuaciones de flujos de material desagregado en las

zonas en donde no hay material (h = 0) la solución del sistema de ecuaciones en forma

conservativa genera una indeterminación matemática (i.e., división por cero). Para evitar

la indeterminación matemática se tiene principalmente dos opciones.

Una primera opción es la adición de una capa muy delgada de material sobre todo

el dominio computacional (Pudasaini and Hutter, 2007). Esta elección genera hun-

dimientos y levantamientos pronunciados sobre las fronteras izquierda y derecha del

dominio a medida que se da la solución en cada paso de tiempo. Esto es debido a

la aplicación del componente de la fuerza gravitacional horizontal (i.e., gx) sobre la

delgada capa de material que se encuentra en todo el dominio.

La segunda alternativa es configurar todas las variables físicas como iguales a cero

fuera del dominio del flujo, es decir, el esquema conservativo (Ecuación 4.3) sufre una

solución trivial, 0 = 0, cuando h = 0 para la ecuación de conservación de momentum

(Pudasaini and Hutter, 2007). Para mantener una solución estable, es necesario definir

una tolerancia k y las nuevas velocidades son calculadas en puntos que tengan material

solo si hn+1 > k (Bradford and Sanders, 2002). En este trabajo se utilizó un valor

de tolerancia k = 10−4. Esta elección es mucho mejor para resolver el conjunto

de ecuaciones conservativas con el método penalizado de multidominios espectrales,

evitando los hundimientos y levantamientos en las fronteras que se generan con la

primer opción.

4.5. Discretización temporal:

Runge-Kutta

La derivada temporal presentada en la Ecuación 4.3 se pueden integrar mediante el uso

de técnicas de paso de tiempo estándar como los métodos de varios pasos lineales o el método

de Runge-Kutta. El análisis de estabilidad estándar para los solucionadores de tales sistemas

en general se centra en la estabilidad lineal. Este tipo de análisis es adecuado cuando

las soluciones deseadas son suaves. Sin embargo, las soluciones de ecuaciones diferenciales

parciales hiperbólicas no pueden ser suaves, ya que se pueden desarrollar ondas de choque

o cualquier otro comportamiento discontinuo incluso a partir de una condición inicial suave

(Spiteri and Ruuth, 2002).

En tales casos, las discretizaciones estándar basadas en el análisis de estabilidad lineal

sufren de bajo rendimiento debido a la presencia de oscilaciones indeseadas, sobreimpulsos
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y manchas progresivas. Las soluciones numéricas obtenidas a partir de estas discretizaciones

a menudo presentan una forma débil de inestabilidad (inestabilidad no lineal) que resulta en

un comportamiento no físico y son un precursor para que la solución numérica se convierta

en completamente inestable (Spiteri and Ruuth, 2002).

Para resolver este problema, Spiteri and Ruuth (2002) desarrollaron, implementaron y

analizaron una nueva clase óptima de Runge-Kutta de preservación de estabilidad fuerte

(SSP-RK) que tiene una propiedad de estabilidad no lineal que lo hace particularmente

adecuado para la integración de leyes de conservación hiperbólicas donde se presentan

comportamientos discontinuos. Así, se logra mantener la precisión de alto orden que brinda

el método penalizado de multidominio espectrales y la selección del tamaño de paso de

tiempo se puede basar más en los requisitos de precisión, en lugar de los requisitos de

estabilidad.

4.5.1. Runge-Kutta de preservación de estabilidad fuerte (SSP-RK)

El método de discretización temporal explícito implementado aquí evita el costo de los

solucionadores de sistemas de ecuaciones no lineales en cada paso.

Considere el siguiente problema de valor inicial,

dq

dt
= R(q) (4.28)

Donde la Ecuación 4.28 se ha discretizado en sus variables espaciales con el método

penalizado de multidominios espectrales. La predicción en el tiempo n + 1 se basa en la

solución existente en el tiempo n y el termino de fuerza R(q). El esquema se puede escribir

como se presenta en Spiteri and Ruuth (2002):

q0 = qn (4.29)

qi =
i−1∑

k=0

[
αi,kq

k +∆tβi,kR(q
k)
]
, i = 1, 2, ...,m (4.30)

qn+1 = qm (4.31)

La consistencia requiere que
∑i−1

k=0 αi,k = 1. m es el número de etapas del enfoque SSP-

RK, αi,k y βi,k son coeficientes constantes que αi,k ≥ 0, y αi,k = 0 solo si βi,k = 0 y ∆t es

el tamaño de paso de tiempo en un tiempo especifico (Spiteri and Ruuth, 2002).

Por ejemplo, el esquema óptimo de la clase de métodos de cuarto orden con cinco

evaluaciones de las funciones generales es el esquema SSP-RK(5,4) (Gottlieb, 2005; Ruuth,

2006; Spiteri and Ruuth, 2002), que puede escribirse como:

50



4.6. Técnica de estabilización

q(1) = qn + 0,391752226571890∆tR(qn),

q(2) = 0,444370493651235qn + 0,555629506348765q(1) + 0,368410593050371∆tR(q(1)),

q(3) = 0,620101851488403qn + 0,379898148511597q(2) + 0,251891774271694∆tR(q(2)),

q(4) = 0,178079954393132qn + 0,821920045606868q(3) + 0,544974750228521∆tR(q(3)),

qn+1 = 0,517231671970585q(2) + 0,096059710526147q(3) + 0,063692468666290∆tR(q(3))

+0,386708617503269q4 + 0,226007483236906∆tR(q(4))

(4.32)

SSP-RK(5,4) es superior al esquema Runge-Kutta de cuarto orden clásico (i.e., no SSP),

con más de un 40 % de mejora en la restricción de paso de tiempo, los mejores esquemas

de SSP-RK superan a los esquemas clásicos cuando surgen discontinuidades en la solución.

Los resultados que confirman esta descripción son representados en la Figura 4.2 de Spiteri

and Ruuth (2002).

4.6. Técnica de estabilización

En el tratamiento interfacial del método penalizado de multidominios espectrales no

existe un término disipativo que elimine las oscilaciones de alto número de onda indeseadas

que se desarrollan en las simulaciones no lineales (Escobar-Vargas et al., 2012). La estabili-

dad de la solución numérica de las ecuaciones de flujo de material desagregado en presencia

de oscilaciones indeseadas desarrolladas por altas pendientes en la solución se garantiza por

el uso de un filtro espectral (Blackburn and Schmidt, 2003).

Para solucionar las ecuaciones de flujo de material desagregado a través del método

penalizado de multidominios espectrales se usa una expansión nodal de la solución u, de la

forma

u(x) =

N∑

k=0

u(xk)lk(x) (4.33)

donde lk(x) es el k-ésimo orden de la función nodal (también llamadas funciones cardi-

nales), generalmente de tipo Lagrange y N es el grado de la interpolación. Sin embargo, se

quiere filtrar los coeficientes modales de la solución como se encuentra en la expansión.

u(x) =

N∑

k=0

ũkPk(x) (4.34)

Pk(x) representa el k-ésimo orden de las funciones base, en este caso los polinomios de
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Legendre y ũk son los coeficientes de expansión. La solución filtrada será de la forma

uf (x) =

N∑

k=0

σkũkPk(x) (4.35)

donde σk es una función filtro espectral discreta típica de orden P . Una función de filtro

comúnmente utilizada que se da por una exponencial es

σk = exp

[
−α

(
k − 1

N − 1

)P
]

(4.36)

El parámetro α mide la modificación del modo máximo. Típicamente, α = − ln ǫm y

ǫm es la precisión de la maquina (i.e., ǫm ∽ 10−16) (Hesthaven and Kirby, 2008). Si se

disminuye α implica una pequeña modificación de los altos modos. La Figura 4.7 muestra

los valores de filtro con el incremento de P dados por la Ecuación 4.36.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

k/N
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Figura 4.7: Función exponencial del filtro para diferentes valores de P.
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4.7. Condición de estabilidad

Un método numérico puede ser convergente sólo si su dominio numérico de dependencia

contiene el verdadero dominio de dependencia de las ecuaciones diferenciales parciales, al

menos en el límite cuando ∆t y ∆x tienden a cero (LeVeque, 2002). Es muy importante

tener en cuenta que la condición de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) es sólo una condición

necesaria para la estabilidad, y por tanto, para la convergencia de la solución numérica

(LeVeque, 2002). Aunque no siempre es suficiente para garantizar la estabilidad. En la

Sección 4.6 se presentó una técnica de estabilización para filtrar las oscilaciones indeseadas

generadas por las discontinuidades que se pueden desarrollar en los frentes de flujo y que

son precursores a la inestabilización de la solución.

Para calcular el CFL se utiliza una técnica de celda de alto orden, donde las celdas

se definen basadas sobre los puntos de Gauss-Lobatto-Legendre sobre cada subdominio

(Escobar-Vargas et al., 2012). Se define una velocidad y altura media en el centro de cada

celda (Giraldo and Warburton, 2008). Con esas consideraciones, el número de Courant se

define como

CFL = máx

(
∆t(U +

√
Φ)

∆S

)
(4.37)

donde ∆t es el tamaño del paso de tiempo, U es la magnitud de la velocidad media en

la celda, Φ = gh es la altura geopotencial promedio en la celda y ∆S =
√

∆x2 +∆y2 es el

espaciamiento de la malla. La suma de U+
√
Φ es conocida como la velocidad característica

a la cual se desplaza la onda (LeVeque, 2002). Para el método penalizado de multidominios

espectrales, el máximo número de Courant ∆t que asegura la estabilidad de la simulación

numérica es 1 (i.e., número de Courant 6 1) (Escobar-Vargas et al., 2012).

4.8. Conservación de masa y energía

La forma para determinar el error introducido por el método numérico es a través de

la conservación de la masa que se tiene inicialmente. La masa (M) y la energía (E) del

sistema se puede calcular con las Ecuaciones 4.38 y4.39, respectivamente.

M =

∫

Ω
hdΩ (4.38)

E =

∫

Ω
[Φ(u2 + v2) + Φ2]dΩ (4.39)

La métrica para la evaluación de la conservación de masa y energía se basa en el error

relativo, definido con respecto a los valores iniciales correspondientes de M y E. Esto se
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calcula como

RM =

∣∣∣∣
Mt −M0

M0

∣∣∣∣ , RE =

∣∣∣∣
Et − E0

E0

∣∣∣∣ (4.40)

donde RM y RE son los errores relativos en la masa y la energía, y M0, E0, Mt, Et

son los correspondientes valores para la masa y la energía en el tiempo inicial y final de la

simulación, respectivamente. Para cada caso de prueba, se especifica de forma explícita si

la masa y la energía se pierde o se genera al final de la simulación.

4.9. Velocidad del centro de masa

En esta sección se presentan dos alternativas para calcular la velocidad y posición del

centro de masa de la solución numérica generada por el método penalizado de multidominios

espectrales. El cálculo de la velocidad del centro de masa permite comparar la velocidad

y posición del centro de masa dada por la solución numérica del conjunto de ecuaciones

bidimensional (Sección 4.2, Ecuación 4.3) con la velocidad y posición del centro de masa

dado por la soluciones analíticas unidimensionales (Capítulo 3, Ecuaciones 3.26 y 3.37). A

continuación se presenta las dos forma de calcular la velocidad del centro de masa de la

solución numérica:

a) La primer forma de calcular la velocidad del centro de masa ûc es mediante la

integración de la ecuación de movimiento (Pudasaini and Hutter, 2007).

dX̂c

dt
= ûc (4.41)

donde X̂c = (x̂c, ŷc) es la posición del centro de masa dado por

X̂c =
1

V

∫

V
xdV (4.42)

V es el volumen total de la masa en movimiento y x = (x, y). Solo para un componente

de la velocidad del centro de masa se describe como

dx̂c
dt

= ûc (4.43)

b) La segunda forma de encontrar la velocidad del centro de masa, con el fin de

simplificar la ecuación que describe el movimiento del centro de masa del flujo, se

define como el centro del campo de velocidades promedio (Pudasaini and Hutter,

2007).
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ûc =
1

V

∫

V
udV (4.44)

donde ûc = (ûc, v̂c) es la velocidad promedio del centro de masa (Pudasaini and

Hutter, 2007). Solo para un componente de la velocidad del centro de masa se da

como

ûc =
1

V

∫

V
udV (4.45)

Las Ecuaciones 4.43 y 4.45 son las dos formas de calcular la velocidad del centro de

masa de un flujo de material desagregado que se implementaron en este trabajo para ser

comparadas con la solución analítica. La comparación entre la solución numérica y analítica

se presenta en la Sección 6.2.

4.10. Esquema general del código computacional

Para desarrollar el programa que soluciona las ecuaciones de flujos de material des-

agregado se utilizó un código que soluciona las ecuaciones de aguas someras escrito por

Escobar-Vargas (2012) en el lenguaje de programación FORTRAN 90. La estructura del

programa que soluciona las ecuaciones de flujos de material desagregado se encuentra con-

densado en la Figura 4.8. Adicional al código existente, se introdujo los parámetros físicos y

geométricos del modelo matemático de las ecuaciones de flujos de material desagregado con

los términos fuente para poder solucionar los casos de prueba estudiados en este trabajo

(para más detalles de los parámetros físicos y geométricos ver Capítulo 2). Los parámetros

de entrada del método numérico son los siguiente: N es el grado del polinomio, Subx es el

número de subdominios en la dirección x, Suby es el número de subdominios en la dirección

y, Pmodos es el número de modos a conservar intactos, CFL0 es la condición de Courant

inicial y Umax es una velocidad máxima inicial que permiten calcular el δt, y tf es el tiempo

final de la solución (Figura 4.8).

A continuación se presenta el diagrama de flujo del programa que solución las ecuaciones

de flujo de material desagregado.
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Cálculo del coeficiente de 

presión lateral de tierras 

(𝑘𝑥(𝑎𝑐𝑡/𝑝𝑎𝑠), 𝑘𝑦(𝑎𝑐𝑡/𝑝𝑎𝑠)) 
 

Imposición de las 

condiciones de frontera 
  

Cálculo de las variables 

conservativas (ℎ,𝑚𝑥,𝑚𝑦) y 

los flujos [𝑭(𝒒),𝑮(𝒒)] 

Calcular fracción 

de presión de poros 

(𝜆) 
no 

𝑡 < 𝑛 

 

Cálculo de los componentes 

espaciales de las ecuaciones 

Establecer flujos numéricos para 

conectar los subdominios 

Integración temporal 

con RK-SSP 

Filtrar las variables 

conservativas (ℎ,𝑚𝑥,𝑚𝑦) 

ℎ = 0 𝑢 = 0 𝑣 = 0 

si ℎ 𝑢 = 𝑚𝑥/ℎ 𝑣 = 𝑚𝑦/ℎ 

 

𝜅 > 0 
si 

ℎ𝑛+1 > ℸ 
no 

  

Cálculo del error relativo de la 

masa y la energía (𝑅𝑀,𝑅𝐸) 

Cálculo de CFLmean, CFLmax 

Fin 

𝑡 = 𝑛 
t = 1 hasta n 

Cálculo de la velocidad 

del centro de masa 

Seguimiento a 

las fronteras 

del flujo 

(Sección 4.3.2) 

 𝜙𝑏𝑒𝑑 ,𝜙𝑖𝑛𝑡 ,𝑛𝑠,𝑛𝑓 , 𝜇,𝜃𝑥,𝜃𝑦 , 𝜌𝑠,𝜌𝑓 ,𝐷, 𝜅,𝛽 

Parámetros del modelo 

 

Generar la malla 

estructurada con 

subdominios cuadriláteros 

Generar los puntos de GLL 

Calcular el grado del filtro 

espectral (P) 

Generar las matrices 

de diferenciación  

Determinar los factores de peso 

de la cuadratura de Gauss 
  

Generar la matriz para 

el filtro espectral 

Mapear de coordenadas locales a 

coordenadas globales en cada subdominio 

Calcular Δ𝑡(CFL0,𝑈max) 
Generar la base 

topográfica 

Calcular los componentes 

gravitacionales 

horizontales (𝑔𝑥,𝑔𝑦) 

no 

si 

Configuración de las 

condiciones iniciales (ℎ,𝑢 , 𝑣 ) 
Cálculo de la masa y 

energía inicial (𝑀0,  𝐸0) 

 𝑁, 𝑆𝑢𝑏𝑥 , 𝑆𝑢𝑏𝑦 ,𝑃𝑚𝑜𝑑𝑜𝑠 CFL0,𝑈max, 𝑡𝑓 

Parámetros del método 

Generar el vector de 

coordenadas globales 

  𝜃𝑥,𝜃𝑦 ≠ 0  

Figura 4.8: Diagrama de flujo del programa computacional.

También se introdujo una subrutina que calcula el grado del filtro a partir del paráme-

tro de entrada Pmodos, que indica cuantos modos se quieren conservar intactos, los demás

serán filtrados como se indica en la Sección 4.6. Otras subrutinas introducidas adicional-

mente permiten generar la base topográfica para el caso del flujo granular, el cálculo de los

componentes horizontales de la gravedad de acuerdo con la base topográfica, la condición

inicial establecida para el flujo granular. Una vez se ingresa al bucle temporal fue necesario
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subrutinas para calcular en cada instante de tiempo del coeficiente de presión lateral de

tierras constante y regularizado, y el cálculo de la fracción de presión de poros. Además,

la imposición de las condiciones de frontera, la imposición de un factor de tolerancia que

permite calcular las velocidades primitivas ū = mx/h y v̄ = my/h, permiten solucionar de

forma adecuada el caso de flujo granular que se presenta en la Sección 5.1.1. Finalmente se

introdujo una subrutina que permite calcular la posición y velocidad del centro de la masa

de la solución numérica en cada instante de tiempo.
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Capítulo 5

Casos de prueba

5.1. Configuración física

En este capítulo se presentan los datos de un experimento denominado flujo granular de

aquí en adelante. Este experimento de laboratorio se llevó a cabo en “Cascade Volcano Ob-

servatory of the United States Geological Survey” (USGS) y los datos tomados se presentan

en Denlinger and Iverson (2001). La Tabla 5.1 muestra las propiedades de los materiales

utilizados en los experimentos y en la simulación numérica y analítica presentadas en este

trabajo.

Tabla 5.1: Propiedades de los materiales del experimento utilizados para la simulación

numérica y analítica.

Propiedades o parámetros Unidades Flujo granular

experimento

Ángulo de fricción basal φbed(gra) 29 ± 1.4

Ángulo de fricción interna φint(gra) 40 ± 1.0

Fracción de volumen de sólidos ns 0.6

Fracción de volumen de fluido nf 0.4

Viscosidad del fluido µ(Pa-s) 2× 10−5

Densidad de los sólidos ρs(kg/m3) 2650 (cuarzo)

Densidad del fluido ρf (kg/m3) 1 (aire)

Densidad de la mezcla ρ(kg/m3) 1600

Difusividad hidráulica D(m2/s) 0.05

Presión de poros inicial κ 0.0

Tomado de Denlinger and Iverson (2001).
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5.1. Configuración física

5.1.1. Experimento de flujo granular

Denlinger and Iverson (2001) presenta el experimento de pequeña escala de la avalancha

granular seca. Se empleó un canal rectangular con una inclinación lecho de 31,4◦, unido a

través de una sección curvada con un radio de curvatura de 10 cm a una superficie horizontal.

En cada experimento se utilizó arena de cuarzo seca con diámetros de grano de 0.5 mm.

La disposición de la arena inicialmente es detrás de una compuerta vertical ubicada a 62.5

cm pendiente abajo (Figura 5.1). La disposición de la arena tiene forma de cono triangular

(i.e, en forma de cuña) con una superficie horizontal y después se descarga de repente por

la apertura de una compuerta con resorte. La compuerta tiene el ancho total del canal de

20 cm de ancho (Figura 5.1).

 

Fuente de luz 

Cámara 

Compuerta 

Barras de sombra 

Arena 

(condición 

inicial) 

 

  100 cm       110 cm        120 cm 

5 cm 

Figura 5.1: Esquema del canal artificial de pequeña escala utilizado para ejecutar expe-

rimentos de flujos de arena seca. La distancia entre la fuente de luz, cámara, y el canal

artificial es de ∼ 2 m, y no se muestran a escala Denlinger and Iverson (2001).

La Figura 5.2 presenta las isopacas del espesor de la arena normal al lecho para 5

instantes de tiempo medidos en el experimento mostrado en la Figura 5.1.
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t = 0.10s

Experimento (USGS)
y
 (
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t = 1.50s
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x (m)

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

0.1

0.2
h

 (
m

)

0.00

0.01

0.02

Figura 5.2: Flujo granular experimental con el ancho de la compuerta del canal artificial

(i.e., 20 cm). La compuerta se abre en un tiempo igual a cero. Los contornos representan 1

mm isopacas de profundidad de arena normales al lecho (Denlinger and Iverson, 2001).

5.2. Configuración numérica

5.2.1. Configuración numérica del flujo granular

Topografía. Para esta simulación numérica se consideró una topografía basal curva solo

en la dirección x. La Figura 5.3 muestra la topografía basal y se puede ver la distribución

de la discretización espacial dada por los puntos de Gauss-Lobatto-Legendre.
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5.2. Configuración numérica

Figura 5.3: Vista bidimensional de la base topográfica de un plano y talud curvilíneo espe-

cificado por el radio de curvatura rx en la dirección x, con 24 y 4 subdominos en la dirección

x y y, respectivamente, y el polinomio de grado 5.

La topografía se puede describir con la siguiente representación matemática.

b(x) =





m(x− xl) + bxl
, 0 6 x 6 xl

−
√
r2x − (x− xr)2 + rx, xl 6 x 6 xr

0, x > xr

(5.1)

donde b(x) es la altura de la base topográfica, bxl
es la altura de la zona mas baja de la

base topográfica, xl es cualquier punto de x al lado izquierdo del radio de curvatura rx, xr
es cualquier punto de x al lado derecho del radio de curvatura rx, m es la pendiente de la

zona inclinada. El ángulo de inclinación que aparece en la ecuación discretizada se describe

como θx = tan−1(db/dx) y la curvatura se da como ∂θx/dx.

Condiciones iniciales. Se considera un experimento de flujo granular seco a pequeña

escala llevado a cabo por Denlinger and Iverson (2001) sobre un canal artificial rectangular

de 20 cm de ancho, 5 cm de alto y 120 cm de longitud, con un ángulo de inclinación de

31,4◦ descrito en la Sección 5.1.1 (Figura 5.4). Un volumen de 290 cm3 de arena de cuarzo

seco se utilizó en el experimento con ángulos de fricción interna y del lecho de 40◦ y 29◦,

respectivamente. Para tener un mejor punto de vista de las condiciones iniciales, la Figura

5.5 muestra la superficie libre (η = b+ h).
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Figura 5.4: Vista bidimensional del espesor inicial del flujo (h), con 24 y 4 subdominios en

la dirección x y y, respectivamente, y el grado del polinomio es igual a 5.

Figura 5.5: Vista bidimensional de las condiciones iniciales del flujo (η = b+ h), con 24 y 4

subdominios en la dirección x y y, respectivamente, y el grado del polinomio es igual a 5.

5.2.2. Otras condiciones iniciales sin gradiente topográfico

Dos casos de prueba son comúnmente utilizados para determinar las bondades de los

métodos numéricos empleados en soluciones de las ecuaciones de aguas someras, como es

el colapso de una cilindro vertical y una Gaussiana de agua. Además de la prueba con el

canal rectangular, este trabajo presenta un experimento similar con un cilindro vertical y

una Gaussiana de arena seca. Estos dos casos se ejecutan sobre una profundidad promedio

de arena (Ho = 1 m) sobre la cual está el cilindro y la Gaussiana como se hace comúnmente

al solucionar las ecuaciones de aguas someras (Secciones 6.1.2.2 y 6.1.3.2). Estos dos casos

se ejecutan con el fin de verificar la conservación de masa del método numérico, ya que

para el caso del flujo granular que desciende por un canal rectangular se presenta un error
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relativo de la masa alto (Sección 6.1.2.1), comparado con las bondades presentadas en

Escobar-Vargas et al. (2012).

La Figura 5.6 muestra la condición inicial suave, una Gaussiana de arena con una

altura máxima de 0.2 m. La condición inicial se puede describir con la siguiente función

matemática.

h = A exp

[
−(x− x0)

2 + (y − y0)
2

2σ2

]
+ 1 (5.2)

donde A = 0.2 m es la amplitud de la Gaussiana, σ = 0.1 m es la desviación estándar,

x0 = 0.5 m y y0 = 0.5 m son la posición del centro de la Gaussiana en las direcciones x y

y, respectivamente.

Figura 5.6: Vista bidimensional de la condición inicial de una Gaussiana de arena seca, con

20 subdominios en cada lado y el grado del polinomio es igual a 5.

La Figura 5.7 muestra la condición inicial discontinua, un cilindro de arena con una

altura máxima de 0.2 m. La condición inicial del cilindro se puede escribir con la siguiente

representación matemática.

h =

{
0.2, r 6 0.1 m

0, r > 0.1 m
(5.3)

donde r =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 representa el radio del cilindro. x0 = 0.5 m y y0 =

0.5 m son la posición del centro del cilindro en las direcciones x y y, respectivamente.
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Figura 5.7: Vista bidimensional de la condición inicial de cilindro de arena seca, con 20

subdominios en cada lado y el grado del polinomio es igual a 5.
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Capítulo 6

Análisis de resultados

En este capítulo se presentan los resultados de la simulación numérica y analítica de

un flujo granular que desciende por un canal rectangular inclinado hasta llegar a una zona

horizontal. Estas dos zonas son conectadas mediante una transición curvada (Sección 5.2.1).

En la Sección 6.1 se presenta principalmente la predicción numérica del flujo granular

además de un test de independencia de malla para el flujo granular y para el colapso de una

Gaussiana de arena sin gradiente topográfico. En la Sección 6.2 se presenta la comparación

de los resultados numéricos y analíticos. Finalmente, se presenta un discusión sobre los

resultados e implementaciones de este trabajo (Sección 6.3).

Para referirse al refinamiento espacial, en este trabajo se hablará de dos estrategias

diferentes. La primera es subdividir el dominio en multiples dominios, esto por lo general se

llama “h-refinamiento” porque h es el símbolo común para el tamaño o el tamaño promedio

de un subdominio. La segunda estrategia es mantener los subdominios fijos, mientras se

aumenta el grado del polinomio en cada subdominio, esto se conoce como “p-refinamiento”

que es precisamente la empleada por métodos espectrales (Boyd, 2001).

6.1. Predicción numérica del flujo granular

En esta sección se presenta la predicción numérica generada por el método espectral

empleado en este trabajo y se compara con un experimento elaborado por el USGS mostrado

en Denlinger and Iverson (2001) (Sección 6.1.1). Se presentan dos test de independencia

de malla, el primero para el flujo granular que desciende por un plano inclinado (Sección

6.1.2.1) y el segundo para el colapso de una Gaussiana de arena (Sección 6.1.2.2). También

se realiza un análisis del error en función del tiempo para el flujo granular (Sección 6.1.3.1),

la Gaussiana y el cilindro de arena. Finalmente se realiza el análisis de tres factores que

influyen de forma considerable en la solución numérica, que son: las condiciones de frontera

deslizantes y antideslizantes (Sección 6.1.4), el factor de corrección de momentum que se
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genera debido a la integración de la ecuación de momentum (Sección 6.1.5) y el coeficiente

lateral de tierras constante y regularizado (Sección 6.1.6).

6.1.1. Predicción numérica del flujo granular

Las Figuras 6.1, 6.2 y 6.3 presentan la predicción numérica con el método penalizado

de multidominios espectrales (SMPM) para el flujo granular con tres configuraciones de

refinamiento espacial cuyas elecciones se sustenta en la Sección 6.1.2.1. La Figura 6.1 pre-

senta la comparación de los datos experimentales generados por el USGS y la predicción

numérica generada por el SMPM con un refinamiento espacial que presenta menor error

por conservación de masa (N = 8, Subx = 108 y Suby = 18), como se puede ver en la

Figura 6.4.

  

b) d) 

Figura 6.1: Comparación del experimento del flujo granular (a), con la predicción numérica

generada con el SMPM cuando el refinamiento espacial presenta menor error por conserva-

ción de masa, N = 8, Subx = 108 y Suby = 18 (b).
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b) d) 

Figura 6.2: Comparación del experimento del flujo granular (a), con la predicción numérica

generada con el SMPM cuando el refinamiento espacial presenta mayor error por conserva-

ción de masa, N = 6, Subx = 60 y Suby = 10 (b).

Contrario al ejercicio anterior, la Figura 6.2 presenta la comparación de los datos ex-

perimentales generados por el USGS, y la predicción numérica generada por el SMPM

con un refinamiento espacial que presenta mayor error por conservación de masa (N = 6,

Subx = 60 y Suby = 10), como se muestra en la Figura 6.4.

La Figura 6.3 presenta la comparación de los datos experimentales generados por el

USGS y la predicción numérica generada por el SMPM. Esta predicción se hizo con un

refinamiento espacial con el cual se presenta independencia de malla para el error por

conservación de masa (N = 17, Subx = 36 y Suby = 6), como se aprecia en la Figura 6.4.

La predicción numérica dada por los tres refinamientos espaciales elegidos presentan

resultados semejantes principalmente en el depósito de material granular. Las alturas má-

ximas del depósito dadas por la predicción numérica se acercan a las alturas máximas del

experimento con una diferencia aproximadas a los 2 mm. Las soluciones son simétricas,

aunque en el caso en que se pierde la mayor cantidad de masa (N = 6, Subx = 60 y

Suby = 10) aparecen pequeños indicios de asimetría pero no son muy relevantes como para
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desechar la predicción brindada por este refinamiento.

Aunque el depósito es predicho de una manera muy acertada en comparación con el

experimento, en la dinámica del flujo no se puede capturar especialmente el comportamiento

de la cola del flujo, ya que en el experimento se presenta una especie de “adhesión” de

material en las paredes del canal rectangular. El refinamiento que mejor predice el depósito

es (N = 8, Subx = 108 y Suby = 18) en comparación con las otras dos configuraciones de

la malla, por esta razón los análisis que se presentan más adelante se realizaron con este

refinamiento espacial.

  

b) d) 

Figura 6.3: Comparación del experimento del flujo granular (a), con la predicción numérica

generada con el SMPM cuando el refinamiento espacial presenta independencia en el error

por conservación de masa, N = 17, Subx = 36 y Suby = 6 (b).

6.1.2. Test de independencia de malla

El test de independencia de malla permite determinar las mejoras producidas en el error

para la conservación de masa conforme se refina espacialmente el dominio computacional

(i.e., las celdas de la malla se hacen más pequeñas y el número de celdas se incrementa)

(Slater, 2008). Con esto se puede determinar a partir de que refinamiento se produce el mis-
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mo error numérico aunque a la discretización espacial se le siga aumentando el refinamiento

espacial.

6.1.2.1. Test de independencia para el flujo granular

En esta sección se presentan las propiedades de conservación de masa y energía del

método penalizado de multidominios espectrales al solucionar el flujo granular que desciende

por un canal rectangular, además se presenta las condiciones de estabilidad de la solución

y el tiempo computacional.

La Figura 6.4 muestra los resultados del error por conservación de masa para el flujo

granular cuando se tienen condiciones de frontera deslizantes. La simulación se da para 9 “h-

refinamientos” cuadrados y para 19 “p-refinamientos”. En la Figura 6.4 se puede apreciar

como la conservación de la masa no mejora conforme se aumenta el número de grados

de libertad, dados tanto por el “h-refinamiento” como por el “p-refinamiento”. Además se

puede ver como la conservación de la masa en función de los refinamientos presenta un

comportamiento no monotónico si N < 17, mientras que para N ≥ 17 la conservación de

la masa varía de forma monotónica, independientemente de la cantidad de subdominios en

consideración. Este comportamiento del test de independencia de malla dificulta la elección

de una buena discretización espacial para la predicción del flujo granular.
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Figura 6.4: Conservación de la masa para el flujo granular en m3 con diferentes “h” y

“p-refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera deslizantes.
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Figura 6.5: Conservación de la masa para el flujo granular en m3 con diferentes “h” y “p-

refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera antideslizantes.
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Figura 6.6: Conservación de la energía para el flujo granular en m4/s4 con diferentes “h” y

“p-refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera deslizantes.
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La Figura 6.5 muestra los resultados del error por conservación de masa para el flujo

granular cuando se imponen condiciones de frontera antideslizantes (para mas detalles ver

la Sección 4.4.1.2). La simulación se da para 9 “h-refinamientos” cuadrados y para 19

“p-refinamientos”. En la Figura 6.5 se puede ver que la imposición de las condiciones de

fronteras antideslizantes presenta un comportamiento muy semejante en cuanto al error por

conservación de masa si se tiene condiciones de frontera deslizantes. La conservación de la

masa en función de los refinamientos presenta un comportamiento no monotónico si N < 17,

mientras que para N ≥ 17 la conservación presenta un comportamiento monotónico y

convergente con los “h-refinamientos” y “p-refinamientos”. También se puede ver como el

polinomio de grado 6 es uno de los que presenta mayor error relativo en la conservación de

la masa. Debido al alto error numérico presentado en las Figuras 6.4 y 6.5, en la Sección

6.1.2.2 se ejecuta otro caso de prueba con el fin de verificar las propiedades de conservación

de masa del método numérico.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
10

-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

Grado del polinomio (N)

E
rr

o
r 

re
la

ti
v
o
 d

e
 l

a
 e

n
e
rg

ía

 

 

Sub
x
 = 12 , Sub

y
 = 2

Sub
x
 = 24 , Sub

y
 = 4

Sub
x
 = 36 , Sub

y
 = 6

Sub
x
 = 48 , Sub

y
 = 8

Sub
x
 = 60 , Sub

y
 = 10

Sub
x
 = 72 , Sub

y
 = 12

Sub
x
 = 84 , Sub

y
 = 14

Sub
x
 = 96 , Sub

y
 = 16

Sub
x
 = 108 , Sub

y
 = 18

Figura 6.7: Conservación de la energía para el flujo granular en m4/s4 con diferentes “h” y “p-

refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera antideslizantes.

Los tres refinamientos utilizados para presentar la predicción numérica del flujo granular

en la sección anterior fueron elegidos por las siguientes razones. El primer refinamiento

(N = 8, Subx = 108 y Suby = 18) produce el menor error por conservación de masa como

se puede apreciar en la Figura 6.4. El segundo refinamiento (N = 6, Subx = 60 y Suby = 10)

produce uno de los mayores errores por conservación de masa como se puede apreciar en
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la Figura 6.4. Especialmente el polinomio de grado 6 produce el mismo orden de error

por conservación de masa para todos los “h-refinamientos” implementados en este trabajo.

Finalmente, el tercer refinamiento (N = 17, Subx = 36 y Suby = 6) es un refinamiento en

donde el error en la solución presenta una independencia de la malla (Figuras 6.4 y 6.5).

Los análisis de error en el tiempo del flujo granular y a los parámetros en los que se muestra

especial atención en este trabajo son implementados con estos refinamientos.

Medir la conservación de la energía es importante cuando se trata de la solución de la

ecuaciones de aguas someras invicidas, de modo que la pérdida de energía debe ser tan bajo

como la precisión del método numérico lo permita, que en el caso de los método espectrales

podría llegar a ser del orden de aproximación del computador. Sin embargo, en este trabajo

también se muestra la energía final del sistema, con el objeto de mirar que tanto varía la

energía utilizando diferentes refinamientos.

La Figura 6.6 muestra la variación total de energía para el flujo granular cuando se

tiene condiciones de frontera deslizantes, donde se puede ver que para N ≥ 7 la variación

de la energía final en función de los refinamientos no varía en ordenes de magnitud excepto

para algunos casos. Estas pocas variaciones son reducidas aun más cuando se imponen

condiciones de frontera antideslizantes (Figura 6.7). Si se tienen condiciones de frontera

antideslizantes la convergencia del error para la energía es mucho más clara cuando N ≥ 7

para los refinamientos implementados en este trabajo, exceptuando 9 casos específicos en

donde la conservación de masa cambia en 1 orden de magnitud respecto a la tendencia

presentada en la Figura 6.7.

La condición de estabilidad de Courant promedio (CFLmean) en todo el dominio compu-

tacional se mantuvo por debajo de 0.5 (Figura 6.8), pero esta no es la única forma de ver el

comportamiento de la condición de estabilidad. La solución de todo el dominio está regida

por el seguimiento de la frontera del flujo tal como se presentó en la Sección 4.4.2, en donde

el esquema conservativo sufre una solución trivial (i.e., 0 = 0, cuando h = 0), haciendo que

el CFLmean disminuya notablemente. Para verificar los alcances de la condición de estabili-

dad del método espectral es importante conocer la máxima condición de Courant (CFLmax)

en cada paso de tiempo y en general de toda la solución tal como lo muestra la Figura 6.9.

Es importante aclarar que el CFLmax presentado aquí se da solamente en un punto de todo

el dominio computacional y en un solo paso de tiempo de toda la solución.

En la Figura 6.9 se puede ver que el CFLmax para la mayoría de los casos estuvo entre

0.5 y 0.8. Aunque para 8 casos especiales se obtuvo la solución del sistema de ecuaciones

en condiciones estables cuando CFL >1. Por otro lado, cuando el grado del polinomio

N ≥ 17, fue necesario considerar valores de CFL iniciales inferiores a 0.5 para mantener la

estabilidad de la solución debido a las oscilaciones que se presentan cuando el polinomio es

de un grado tan alto, mientras que para el resto de los casos el CFL inicial fue de 0.8.
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Figura 6.8: Condición de estabilidad Courant promedio (CFLmean).
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Figura 6.9: Condición de estabilidad de Courant máxima (CFLmax).

La Figura 6.10 muestra el tiempo computacional requerido para cada uno de los refi-

namientos implementados en este trabajo. La mayor cantidad de grados de libertad im-
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plementados en este trabajo (N = 20, Subx = 108 y Suby = 18) para el flujo granular

requiere solamente unas 78 horas de cómputo. Sin embargo, es importante presentar estos

resultados con el objeto de implementaciones futuras de casos reales, en donde la condición

inicial tenga un área muy pequeña respecto a toda el área de estudio. Esto requeriría una

discretización espacial muy exigente con el fin de capturar el movimiento de la masa lo más

detallado posible.
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Figura 6.10: Tiempo computacional requerido para cada “h” y “p-refinamientos”.

6.1.2.2. Test de independencia para la Gaussiana

En esta sección se presenta el test de independencia de malla para una Gaussiana de

arena, el cual se realiza con el fin de verificar las propiedades de conservación del método

penalizado de multidominios espectrales al solucionar el conjunto de ecuaciones de flujo de

material desagregado. Buscando así la respuesta al por qué se presentan errores tan altos al

solucionar el caso del flujo granular como se puede apreciar en la sección anterior (Figuras

6.4 y 6.5).

La Gaussiana está sobre una base o profundidad promedio Ho del mismo material de 1

m de profundidad. Esta es la forma convencional como se soluciona las ecuaciones de aguas

someras, sin necesidad de imponer un seguimiento a las fronteras del flujo cuando se tiene

zonas sin material como se presenta en la Sección 4.4.2 para solucionar las ecuaciones de

flujos de material desagregado en este trabajo. Adicionalmente la base sobre la cual está

todo el material no tiene gradiente topográfico.
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Figura 6.11: Conservación de la masa para el colapso de una Gaussiana en m3 para diferentes

discretizaciones del dominio espacial cuando se tiene una profundida promedio Ho = 1.

La Figura 6.11 muestra los resultados del error por conservación de masa, para el colapso

de una Gaussiana de arena. La simulación se da para 6 “h-refinamientos” cuadrados y

para 19 “p-refinamientos”. La solución de la Gaussiana presenta errores muy bajos en la

conservación de masa con altos “h-refinamientos” (i.e., Subx = 50− 60 y Suby = 50− 60) y

con algunos “p-refinamientos” altos (i.e., N = 13− 16). La conservación de la masa para la

Gaussiana es considerablemente mejor respecto al caso flujo granular que desciende por un

canal rectangular. Aun con este caso tan suave la conservación de la masa varia de forma no

monotónica cuando N < 17 para los diferentes “h-refinamientos” ejecutados y al igual que

en el canal rectangular la conservación de la masa varía monotónicamente cuando N ≥ 17

independientemente del “h-refinamiento”.

La Figura 6.12 muestra la variación total de energía para el colapso de una Gaussiana

de arena. En la Figura 6.12 se puede ver que para N ≥ 5 la variación de la energía final

no varía en ordenes de magnitud excepto para un solo caso especifico, por lo que para la

mayoría de los refinamientos se tiene casi la misma energía cuando se forma el depósito de

arena a partir del colapso de la Gaussian.
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Figura 6.12: Conservación de la energía para el colapso de una Gaussiana para diferentes

discretizaciones del dominio espacial cuando se tiene una profundida promedio Ho = 1.

6.1.3. Propiedades de conservación en el tiempo

6.1.3.1. Conservación de masa en el tiempo para el flujo granular

En esta sección se presentan la pérdida de masa en función del tiempo para tres con-

figuraciones de refinamiento espacial. El primer refinamiento genera la menor pérdida de

masa (Figura 6.1), el segundo presenta la mayor pérdida de masa (Figura 6.2) y el tercer

refinamiento es generado para cuando se aprecia una independencia de malla (Figura 6.3).

La predicción numérica presentadas en las Figuras 6.1, 6.2 y 6.3, tienen condiciones de

frontera deslizantes, un coeficiente lateral de tierras constante y un factor de corrección de

momentum β = 1.15. Además se impone un filtro fuerte, para conservar intactos los dos

primeros modos, el resto de modos del polinomio de Legendre serán filtrados como se indicó

en la Sección 4.6.

En la Figura 6.13 muestra como la pérdida de masa del método penalizado de mul-

tidominios espectrales converge rápidamente en función del tiempo. Claramente se puede

apreciar que el uso de un polinomio de alto grado converge con una pérdida de masa menor

que las otras dos configuraciones espaciales. También se puede ver que para el polinomio de

grado 8 el error en la conservación de la masa presenta un orden de magnitud de diferencia,

frente a N = 17, aun cuando “h-refinamiento” es alto.
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Figura 6.13: Conservación de la masa en m3 en función del tiempo para el flujo granular

con 3 diferentes refinamientos de la malla.

6.1.3.2. Conservación de masa en el tiempo para la Gaussiana y el cilindro

La Figura 6.14 muestra la convergencia del error por conservación de masa para el

colapso de la Gaussiana con un alto refinamiento espacial (N = 8, Subx = 90 y Suby = 90).

Esto se hace para dos opciones en cuanto a la profundidad promedio Ho. La primera cuando

se tiene una profundidad promedio de arena Ho = 1 bajo la Gaussiana y la segunda cuando

no se tiene una profundidad promedio (Ho = 0). En la Figura 6.14 se puede apreciar que

no hay diferencia en la conservación de la masa entre la solución mediante el uso de la

profundidad promedio (Ho = 1) y el uso del seguimiento de las fronteras del flujo, es decir,

sin profundidad promedio de arena (Ho = 0). En ambos casos se logran errores relativos

del orden de O(10−9) cuando se trata del colapso de una función tan suave como es la

Gaussiana de arena.

77



Capítulo 6. Análisis de resultados

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
10

-16

10
-15

10
-14

10
-13

10
-12

10
-11

10
-10

10
-9

E
rr

o
r 

re
la

ti
v
o
 d

e
 l

a
 m

a
sa

Tiempo (s)

 

 

Ho=0

Ho=1

Figura 6.14: Conservación de masa en m3 en función del tiempo para la Gaussiana.
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Figura 6.15: Conservación de masa en m3 en función del tiempo para el cilindro vertical.

La Figura 6.15 muestra la convergencia de la conservación de la masa para el colapso

del cilindro de arena cuando se tiene una profundidad promedio de arena (i.e., Ho = 1) y
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cuando no se tiene una profundidad promedio (i.e., Ho = 0). En la Figura 6.15 se puede

ver como para este caso, donde se presentan discontinuidades en las paredes del cilindro

la conservación de la masa si muestra grandes diferencias entre estas dos condiciones en

la profundidad promedio. Cuando se tiene Ho = 0, el error de convergencia de la solución

del colapso del cilindro presenta errores alrededor de O(10−2), mientras que, si se tiene

una profundidad promedio (Ho = 1) se puede conseguir errores aproximados a O(10−5). La

diferencia en el error por conservación de masa entre estas dos opciones para la profundidad

promedio cuando se tienen discontinuidades como sucede con el cilindro de arena puede

llegar a ser del orden de O(10−3).

A partir de los resultados presentados en las Figuras 6.14 y 6.15 se puede apreciar que

para la solución de las ecuaciones de flujos de material desagregado en condiciones suaves

el error por conservación de la masa es tan bajo como se reporta en Escobar-Vargas et al.

(2012); Hesthaven (2000) y Kopriva (1998), donde puede llegar a ser del orden de O(10−12)

para el método penalizado de multidominios espectrales. Si se trata de condiciones en

donde la condición inicial o la solución desarrolla discontinuidades, el error por conservación

puede aumentar de 5 a 8 ordenes de magnitud [i.e., O(10−4) - O(10−1)]. Para los casos

que presentan discontinuidades la imposición de una solución trivial cuando no se tiene

una profundidad promedio (Ho = 0) puede aumentar aproximadamente en 4 ordenes de

magnitud el error en la conservación de masa [i.e., O(10−1)].

6.1.4. Análisis de condiciones de frontera

Es importante realizar una debida implementación de las condiciones de frontera, ya que

tanto de estas como de la condición inicial depende que se tenga una buena aproximación de

solución de ecuaciones diferenciales parciales. La predicción de la dinámica del flujo granular

tanto en la cola como en el frente carece de una buena aproximación como se puede apreciar

en la Sección 6.1.1. En este trabajo se explora la imposición de unas condiciones de frontera

antideslizantes (presentadas en la Sección 4.4.2) con el fin de encontrar una mejor predicción

en la dinámica del flujo, buscando así la “adhesión” de material a las paredes del canal.

Las Figuras 6.16a y 6.16b presentan los datos experimentales desarrollado por el USGS.

La Figura 6.16c muestra la predicción numérica dada por el SMPM con las condiciones de

frontera deslizante, en donde la velocidad en la dirección paralela al flujo en las paredes

laterales es obtenido de la solución numérica del conjunto de ecuaciones. Se puede ver que

con estas condiciones la cola del flujo no es predicha de la forma mas adecuada, ya que

no se presenta la “adhesión” de material a las paredes como sucede en el experimento, sin

embargo, el depósito de material en la zona horizontal del canal rectangular presenta una

predicción muy satisfactoria comparada con el experimento.
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a) 

b) d) 

c) 

Figura 6.16: Comparación del experimento generado por el USGS (a y b), y dos tipos de

condiciones de frontera, deslizantes (c) y antideslizantes (d).
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a) c) 

d) b) 

a) c) 

Figura 6.17: Comparación de dos soluciones numéricas. (a y b) método Harten-Lax-vanLeer-

Contact (HLLC) presentada por Denlinger and Iverson (2001) con refinamiento del O(163),

(c) SMPM con refinamiento del O(163) y (d) SMPM con refinamiento del O(124).

81



Capítulo 6. Análisis de resultados

La Figura 6.16d presenta la predicción numérica del flujo granular con la imposición de

las fronteras antideslizantes, es decir que la velocidad en la dirección paralela al flujo en las

paredes laterales se imponen como cero (ū‖ = 0). En la Figura 6.16d se puede ver como las

condiciones de frontera antideslizantes permiten una representación de una forma apropiada

la cola del flujo mientras el material desciende pendiente abajo. La “adhesión” de material a

las paredes en la predicción numérica es semejante al lo capturado por el experimento. Sin

embargo, el depósito no presenta la mejor predicción, ya que la simulación genera una zona

de depósito de material cercano a las paredes laterales que no se presenta en el experimento.

En las Figuras 6.17a y c se muestra la predicción numérica dada por el método HLLC

presentada en Denlinger and Iverson (2001) con un refinamiento del orden de O(163). Las

Figuras 6.17c y d muestran la predicción numérica dada por el SMPM con las condiciones

de frontera antideslizante y dos refinamientos diferentes del orden de O(163) y O(124), res-

pectivamente. De las Figuras 6.17a y b se podría inferir que las condiciones de fronteras

impuestas en la solución dada por Denlinger and Iverson (2001) son antideslizantes, debi-

do a que la predicción numérica dada tanto por el método HLLC como SMPM presentan

una distribución de material semejante mientras desciende por la pendiente. Esta conjetura

pretende aclarar algunos comportamientos presentados por la predicción numérica dada

por el método HLLC, ya que las condiciones de frontera tanto para el dominio compu-

tacional (Sección 4.4.1) como para el seguimiento del límite del flujo (Sección 4.4.2) no son

explícitamente establecidas en (Denlinger and Iverson, 2001).

Entre las Figuras 6.17c y d se presenta una clara diferencia en la predicción de la

distribución del material granular, que es causada por el uso de dos diferentes ordenes de

refinamiento para el SMPM. Con esto se puede ver que para el método espectral es necesario

emplear un mayor refinamiento espacial con el fin de conseguir una predicción más acertada

frente al experimento si se utilizan condiciones de frontera antideslizantes (Figuras 6.16b y

d).

Ninguna de las dos condiciones de frontera tratadas en este trabajo presentan una

predicción que satisfaga la distribución del material tanto en la dinámica del flujo como

en el depósito. Esto podría suceder por dos razones: La primera es que las condiciones

de frontera implementadas en este trabajo no están brindando la información apropiada

para producir un pronóstico más acertados frente a los datos experimentales, por lo que se

plantea la posibilidad de explorar otras condiciones de fronteras que permitan una mejor

representación del experimento. La segunda es que el esfuerzo cortante transversal no esta

siendo representado de forma adecuada, de manera que el modelo no tiene suficiencia para

capturar detalles del comportamiento del material en la proximidad a las paredes laterales

del canal. Posiblemente la implementación de otros modelos constitutivos diferentes a Mohr-

Coulomb (plasticidad perfecta) como los elasto-plásticos permitan representar mejor los

esfuerzos cortantes entre los sólidos de un flujo de material desagregado y, por consiguiente,
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la distribución del material tanto en la dinámica como en el depósito.

6.1.5. Análisis del factor de corrección de momentum (β)

Comúnmente el factor de corrección de momentum generado por la integración en la

profundidad de las ecuaciones de momentum para flujos de material desagregado (Sección

2.2.2) se impone como la unidad, indicando que el perfil de velocidades en la profundidad

del flujo es constante. Esta suposición puede no ser la más adecuada justo después de la

liberación, en la proximidad a obstáculos y cerca del depósito, ya que tanto la altura como

el componente vertical del campo de velocidades puede cambiar considerablemente y en

algunos casos de forma abrupta (Pudasaini and Hutter, 2007).

Pudasaini and Hutter (2007) analiza unas imágenes capturadas tanto en el fondo como

en la superficie libre del flujo granular, obteniendo como resultado una diferencia de la

velocidad promedio entre el fondo y la superficie libre de aproximadamente el 5 %. Con

base en esto Hutter et al. (2005) soluciona el modelo Savage-Hutter para un flujo granular

utilizando diferentes valores para el factor de corrección de momentum β ǫ [1.0,1.2], con

lo cual sustenta que la modelación no presenta cambios significativos en la distribución de

la masa granular en el plano. Sin embargo, a diferencia de los resultados de Hutter et al.

(2005), para el modelo desarrollado por Iverson and Denlinger (2001) si presenta cambios

importantes en la predicción de la distribución de la masa granular en el plano como se

puede apreciar en las Figuras 6.18 - 6.20.

Las Figuras 6.18a y c muestran el perfil del flujo en el centro del canal capturados en el

experimento del USGS para t = 0.10 s y t = 0.32 s, respectivamente. Las Figuras 6.18b y

d presentan las predicciones numéricas del perfil del flujo en el centro del canal en t = 0.10

s y t = 0.32 s, respectivamente, dadas por el SMPM. Las predicciones numéricas del perfil

del flujo en el centro del canal dadas por el SMPM se muestra con 5 valores diferentes del

factor de corrección de momentum para cada instante de tiempo.

La mejor predicción del frente de flujo para t = 0.10 s se da cuando β = 1.0, ya que

se presenta altas pendientes en el frente de flujo tal como en el experimento. Mientras que

β 6= 1.0 se tienen frentes de flujo cóncavos (Figura 6.18b). En la Figura 6.18d se puede

ver como es conveniente un β = 1.05 ya que esto minimiza la pendiente del frente del flujo

que se puede generar en la predicción numérica y que no sucede en el experimento cuando

t = 0.32 s. Si β > 1.05 también se presenta un frente de flujo muy suave, pero conforme

se incrementa el valor de β el frente de flujo es excesivamente suave y acelera la llegada de

material a la zona de depósito, propiedad no conveniente para presentar un buen pronóstico

respecto a la dinámica del experimento.

Las Figuras 6.19a y c muestran el perfil del flujo en el centro del canal capturados en

el experimento del USGS para t = 0.53 s y t = 0.93 s, respectivamente. Las Figuras 6.19b

y d presentan las predicciones numéricas del perfil del flujo en el centro del canal en t =
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0.53 s y t = 0.93 s, respectivamente, dadas por el SMPM. La mejor predicción del SMPM

para el frente de flujo en t = 0.53 s se da cuando β = 1.15 (Figura 6.19b), ya que con

este factor de corrección de momentum se presenta una distribución de material granular

semejante al experimento (Figura 6.19a). Si β = 1.0, gran parte del material ha descendido

por la pendiente dando inicio a la generación del depósito demasiado pronto respecto al

experimento.

 

a) 

b) 

c) 

d) 

Figura 6.18: Comparación de los diferentes factores de corrección de momentum con el

experimento para t =0.10 s y t =0.32 s.

En la Figura 6.19c cuando t = 0.93 s se puede ver que gran parte del depósito de

material granular ya se ha formado. En la Figura 6.19d se puede ver que si β = 1.0 - 1.15

se genera una buena predicción del depósito y de la cola, aunque en todos los resultados

numéricos la cola del flujo es más prolongada que en el experimento y aún más si β = 1.2.

Este comportamiento en donde se prolonga la cola del flujo granular también se aprecia

en los resultados presentados en Hutter et al. (2005). Por otra parte, en la zona de llegada

del material de la cola al depósito se puede presentar una oscilación cuando β = 1.0 -
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1.10, debida al método numérico implementado en este trabajo siendo un precursor la alta

pendiente de esta zona.

 

c) 

b) 

a) 

d) 

Figura 6.19: Comparación de los diferentes factores de corrección de momentum con el

experimento para t =0.53 s y t =0.93 s.

La Figura 6.20a muestra el perfil del depósito en el centro del canal capturados en

el experimento del USGS para t = 1.50 s. La Figura 6.20b presentan las predicciones

numéricas del perfil del depósito en el centro del canal en t = 1.50 s con diferentes factores

de corrección de momentum. La mejor predicción del depósito se tiene cuando β = 1.0 ya

que se presenta la cola más pequeña en el depósito respecto al uso de los otros factores de

corrección, mientras que el depósito no tiene dicha cola en el depósito. Además, las máximas

alturas del depósito tienen mayor proximidad al experimento cuando β = 1.0.

Con esta prueba para el factor de corrección de momentum se puede concluir que tanto

para instantes de tiempo muy cercanos a la liberación del material granular como para el

depósito, la mejor opción para representar estos momentos del flujo es un β = 1.0. Esto evita

la formación de un frente de flujo cóncavo tan pronto se libera el material y la elongación
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de la cola en el depósito, resultados que contradirían la afirmación presentada al inicio de

esta sección, planteada por (Pudasaini and Hutter, 2007). Sin embargo, se deja abierta la

posibilidad de realizar muchas más pruebas, incluyendo la implementación de otros modelos

con el fin de observar cambios en la predicción del flujo en función del factor de corrección

de momentum. Si se trata de representar de una mejor manera la distribución de material

durante el flujo, el uso de β > 1.0 brinda una mejor predicción especialmente de la forma

del frente de flujo, tornándolo más suave como sucede en el experimento.

 

a) 

b) 

Figura 6.20: Comparación de los diferentes factores de corrección de momentum con el

experimento para t =1.50 s.

En las Figuras 6.18 - 6.20 b y d se aprecia que para valores de β = 1.0 tiende a

desarrollarse un frente de flujo más vertical que para β > 1.0. La explicación para este

comportamiento podría ser que la suposición de un perfil de velocidad uniforme está cla-

ramente representado por la pendiente del frente de flujo, es decir, si la velocidad es igual

en toda la profundidad del flujo podría verse reflejado en la distribución de material en el

frente de flujo. De modo que para un perfil de velocidad constante (β = 1.0), el frente de
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flujo tiende a “verticalizarse”, tomando la forma de un bloque que se desliza por el plano

inclinado. Esto también se puede ver en los resultados de Hutter et al. (2005) cuando se

utiliza un β = 1.0 mientras se genera el depósito de material granular.

También la afectación del factor de corrección de momentum al frente de flujo se puede

ver cuando β > 1.0. Si β > 1.0 el frente de flujo se torna más suave. Si se supone que

el perfil de velocidad no es constante (β > 1.0) quiere decir que las zonas con mayor

altura viajarían más rápido que el material que se encuentra en la proximidad al lecho. Lo

anterior sucedería si se supone que el ángulo de fricción en el lecho y de fricción interna son

iguales (φbed = φint). Esto de alguna manera redistribuiría el material en el frente de flujo,

tornandolo suave como se ve en las Figuras 6.18 - 6.20 b y d. Si φbed < φint el material

que esté adyacente al lecho podría viajar más rápido debido a que el lecho le ofrece menor

resistencia al flujo que el mismo material. Estas hipótesis se pueden verificar o descartar

con la medición del perfil de velocidades del flujo granular en donde se tenga ángulos de

fricción iguales y diferentes entre el lecho y el material que fluye.

6.1.6. Análisis del coeficiente de presión lateral de tierras (kact/pas)

El coeficiente de presión lateral de tierras es muy importante ya que relaciona los esfuer-

zos verticales con los esfuerzos horizontales del flujo granular. En esta sección se presenta

la comparación de la solución numérica dada con la implementación de un coeficiente de

presión lateral de tierras constante (Sección 2.3.4 - Ecuación 2.82), como se ha venido desa-

rrollando hasta ahora y la solución dada por la implementación de un coeficiente de presión

lateral de tierras regularizado (Sección 2.3.4.1).

Las Figuras 6.21a y b presentan el experimento del flujo granular elaborado por el

USGS. Las Figuras 6.21c y d muestran la predicción numérica de flujos granular con la

implementación de un coeficiente de presión de tierras constante y regularizado, respectiva-

mente. En la Figura 6.21c se puede ver como la implementación de un coeficiente de presión

de tierras constante presenta simetría y una buena aproximación numérica frente al experi-

mento. La Figura 6.21d muestra que la implementación de un coeficiente de presión lateral

de tierras regularizado puede generar asimetría en la solución y muchas oscilaciones. Aun

cuando se implementa un coeficiente de presión lateral de tierras regularizado en donde se

diferencia los dos estados de esfuerzos, dilatación y contracción, para un alto refinamiento

espacial (N = 8, Subx = 108 y Suby = 18), produce oscilaciones que no se presentan en el

experimento, además de la asimetría en la solución.
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a) 

b) d) 

c) 

Figura 6.21: Comparación del experimento del flujo granular (a y b), con dos formulaciones

para el coeficiente de presión lateral de tierras, constante (c) y regularizado (d), con un alto

refinamiento espacial (N = 8, Subx = 108 y Suby = 18).
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a) 

b) 

c) 

d) 

Figura 6.22: Comparación del experimento del flujo granular (a y b), con dos formulaciones

para el coeficiente de presión lateral de tierras, constante (c) y regularizado (d), con un

bajo refinamiento espacial (N = 6, Subx = 60 y Suby = 10).
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La Figura 6.22a y b presentan el experimento del flujo granular elaborado por el USGS.

Las Figuras 6.21c y d muestran la predicción numérica de flujos granular con la implemen-

tación de un coeficiente de presión de tierras constante y regularizado, respectivamente,

con un refinamiento más bajo (N = 6, Subx = 60 y Suby = 10) que el presentado en la

Figura 6.21 a y b. El uso de este bajo refinamiento espacial reduce por completo las oscila-

ciones indeseadas que se presentan cuando se tiene un alto refinamiento espacial, tal como

se presenta en la Figura 6.21c. Sin embargo, se sigue presentando asimetría en la solución,

por lo que se puede deducir que el uso de un coeficiente de presión lateral de tierras regu-

larizado potencializa notablemente la aparición de asimetrías en la solución, posiblemente

provenientes de las derivadas de la velocidad.

Pese a los problemas que genera la solución del conjunto de ecuaciones con un coefi-

ciente lateral de tierras regularizado, este permite representar mejor los procesos físicos que

suceden es este tipo de flujo, logrando así diferenciar los dos estados de esfuerzos cuando

hay dilatación o compresión del material. Mientras que el uso de un coeficiente lateral de

tierras constante o único indica que no se presentan zonas de dilatación o contracción en

el flujo. Esto no sucede realmente y se puede explicar con los siguientes ejemplos: (a) una

vez se abre la compuerta las máximas alturas del material empieza a disminuir (i.e., sufre

adelgazamiento) iniciando así el flujo. (b) cuando se inicia la formación del depósito, el

material que está en el frente del flujo empieza a retener el material que viene de la cola

ejerciendo compresión sobre este de modo que en el depósito se empieza a acumular ma-

terial (i.e., sufre engrosamiento). Estas dos explicaciones evidencian que la elección de un

coeficiente de presión lateral de tierras constante no representa de forma adecuada el flujo

desde el punto de vista físico.

Otra forma de observar que la elección de un coeficiente de presión lateral de tierras

constante no es la mejor desde el punto de vista físico es con el experimento presentado en

Pudasaini and Hutter (2007), donde se puede apreciar que las velocidades pueden variar

notablemente de un punto a otro.

6.2. Predicción analítica

En esta sección se presenta la predicción analítica para el flujo granular que desciende

por una pendiente, en donde se obtiene la posición y velocidad (Ecuaciones 3.26 y 3.37)

en función del tiempo. Los resultados analíticos se comparan con la posición y velocidad

del centro de masa de la solución numérica, calculado mediante dos alternativas como se

presenta en la Sección 4.9 (Ecuaciones 4.42 4.43 y 4.45).

La posición inicial del centro de masa para la solución analítica es 0.4 m pendiente

arriba de la zona horizontal. La profundidad del flujo es constante en el espacio y tiempo

de 0.10 m. Los parámetros de esta predicción se presentan en la Tabla 5.1. Las condiciones
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iniciales, velocidad y tiempo son iguales a cero (Ecuación 6.1).

ū(0) = 0 m/s, x(0) = 0.6 m, t0 = 0 s (6.1)

La Figura 6.23 presenta la comparación de la predicción analítica y la predicción numé-

rica generada por el método espectral. En la Figura 6.23a se presenta la base topográfica y

la posición final del centro de masa del flujo granular pronosticado por la solución analítica.

La Figura 6.23b presenta la predicción analítica y numérica de la posición del centro de

masa en función del tiempo. La Figura 6.23c compara la predicción analítica de la velocidad

en función de tiempo, con la velocidad del centro de masa generado por la solución numé-

rica (Sección 4.9 - Ecuación 4.42), y el centro de velocidades del flujo granular (Sección 4.9

- Ecuación 4.45).

En la Figura 6.23b se puede ver que la solución analítica predice de una forma muy

aproximada la posición final del depósito del flujo granular, en comparación con la posición

del centro de masa del depósito de la solución numérica. Sin embargo, la curva de la solución

analítica no sigue de manera rigurosa la curva de la solución numérica para determinar la

posición del centro de masa en función del tiempo.

En la Figura 6.23c se puede ver que la predicción analítica de la velocidad en función de

tiempo es sobreestimada respecto a la predicción numérica de la velocidad del centro de ma-

sa y del centro de velocidad en la dirección x. Según la predicción analítica el flujo granular

se frena por completo en un tiempo mucho menor al obtenido por la predicción numérica.

Los dos métodos empleados para determinar la velocidad del centro de masa presentan un

comportamiento semejante, aunque el cálculo de la velocidad mediante la diferenciación de

la posición del centro de masa presenta algunas oscilaciones (linea discontinua).

Comúnmente se comparan las predicciones generadas por la solución de un conjunto de

ecuaciones mediante el uso de un método numérico con soluciones analíticas con el fin de

determinar el grado de precisión del método numérico. Este objetivo no se puede satisfacer

mediante esta comparación, debido a las diferencias entre la formulación analítica y la

solución numérica dada para el conjunto de ecuaciones. La solución analítica es presentada

para un caso especifico en una sola dimensión, sin divergencia de velocidad en el espacio, con

un espesor constante en el tiempo y el espacio, y presión de poros constante. Estos supuestos

reducen el conjunto de ecuaciones para el flujo de material desagregado a una sola ecuación,

que además reduce la mayoría de los términos fuente encargados de la disipación de la

energía. Sin embargo, esta comparación permite determinar que la predicción que brinda

la solución analítica está en el mismo orden de magnitud frente a la solución numérica, a

pesar que la solución analítica es notablemente reducida.
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Figura 6.23: (a) base topográfica y posición final del flujo granular representado con un
asterisco. (b) predicción analítica y numérica de la posición en cada instante de tiempo, y
(c) predicción analítica y numérica de la velocidad del centro de masa del flujo granular.
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6.3. Discusión

6.3.1. Error del método numérico

Para el caso del flujo granular que desciende por un canal rectangular, el error por con-

servación de masa no mejora conforme se aumenta el “h-refinamiento” o el “p-refinamiento”,

presentando un comportamiento no monotónico si “p-refinamiento” es N < 17, mientras

que para N ≥ 17 la conservación de la masa varía de forma monotónica. El orden del error

por conservación de masa para este caso es del orden de O(100) - O(10−3), un error muy

alto en comparación con los ordenes de magnitud presentados en Escobar-Vargas et al.

(2012). Esto ocurre si se implementan tanto las condiciones de frontera deslizantes (i.e., la

velocidad en al dirección paralela al flujo en las paredes del canal es dado por la solución

numérica) como las antideslizantes (i.e., la velocidad en al dirección paralela al flujo en las

paredes del canal se impone como cero). El alto error relativo por conservación de masa

presentado por las soluciones y el comportamiento no monotónico de este dificulta la elec-

ción de un refinamiento adecuado que permita aprovechar las bondades de alta precisión

de los métodos espectrales.

Es importante calcular la conservación de la energía cuando se trata de la solución de

la ecuaciones de aguas someras invisidas, de modo que la pérdida de energía deba ser tan

baja como lo permita la precisión del computador si se utilizan métodos espectrales. Las

ecuaciones de flujos de material desagregado incluyen términos fuente encargados de disipar

la energía del sistema, por lo que se presenta gran diferencia entre la energía inicial y final.

Sin embargo, el presentar la pérdida de energía permite ver la diferencia de la solución

para diferentes refinamientos espaciales. La energía final para diferentes “h-refinamiento”,

no varia en ordenes de magnitud cuando N ≥ 8, excepto alguno casos. Esto indica que el

uso de altos polinomios de Legendre permiten encontrar soluciones semejantes en cuanto

a la conservación de la energía. Esto ocurre si se implementan las condiciones de frontera

deslizantes y antideslizantes.

Para mantener la condición de estabilidad del método, se requiere un CFL promedio

<0.5 en todo el dominio. Aunque también es importante tener control sobre el CFL máximo

de la solución. La imposición del seguimiento de la frontera del flujo (Sección 4.4.2) reduce

notablemente el CFL promedio, ya que en gran parte del dominio el sistema de ecuaciones

sufre una solución trivial (i.e., 0 = 0, cuando h = 0). El observar el CFL máximo permite

ver los alcances de estabilidad del método espectral utilizado en este trabajo, aun cuando

este valor se de solamente en un punto del dominio espacial y en un solo instante de tiempo.

El alto error numérico presentado en la solución del flujo granular que desciende por

una pendiente puede ser justificado debido a la pendiente y las discontinuidades impuestas

en la condición inicial o desarrolladas por la solución. Lo anterior se argumenta debido a

que si la solución de las ecuaciones de flujos de material desagregado se realiza sin gradiente
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topográfico y para el colapso de una Gaussiana de arena se puede conseguir errores relativos

en la conservación de la masa hasta del orden de O(10−12). Esto se puede corroborar con la

solución del colapso de un cilindro vertical de arena, sin gradiente topográfico, consiguiendo

así errores aproximados a O(10−5).

El uso de una solución trivial, 0 = 0, cuando h = 0 para la ecuación de conservación de

momentum, incrementa el error por conservación de masa. Esto se debe a la necesidad de

mantener una solución estable mediante la definición de una tolerancia k = 10−4, en donde

las nuevas velocidades son calculadas en puntos que tienen material solo si hn+1 > k. Esta

aproximación hace que se pierda masa en algunas zonas en cada instante de tiempo, incre-

mentando así el error numérico. Esto se puede ver al solucionar el sistema de ecuaciones sin

gradiente topográfico y condiciones iniciales que presentan o desarrollan discontinuidades

(e.g., cilindro) mediante el uso de dos opciones para la profundidad promedio. Primero, se

soluciona el sistema de ecuaciones utilizando una profundidad promedio de material gra-

nular bajo el cilindro de arena (e.g., Ho = 1 m), evitando así utilizar la solución trivial y la

tolerancia definida k = 10−4, con lo cual se consigue un error en la conservación de la masa

del orden de O(10−5). Segundo, se soluciona el sistema de ecuaciones sin una profundidad

promedio para el mismo cilindro de arena (i.e., Ho = 0 m), con lo cual se consigue un

error en la conservación de la masa del orden de O(10−2). De este modo se puede ver que

la diferencia entre utilizar o no una profundidad promedio es de 3 ordenes de magnitud.

Con esto se puede concluir que para el colapso del cilindro sobre una base horizontal (i.e.,

sin gradiente topográfico), utilizar la profundidad promedio proporciona una solución con

menos error numérico.

Sin embargo, el uso de una profundidad promedio conlleva a otro problema si se tiene

gradiente topográfico. Cuando se tiene gradiente topográfico el componente gravitacional

horizontal es diferente de cero. Bajo estas condiciones y al utilizar aunque sea una muy

pequeña capa de material en todo el dominio computacional (i.e., Ho ≥ 10−3 m), la solu-

ción del sistema de ecuaciones presenta hundimientos y levantamientos en las fronteras del

dominio computacional. Estos levantamientos y hundimientos son causado específicamente

por el componente horizontal de la gravedad. Además, la opción de una capa delgada de

material en todo el dominio hace que físicamente la simulación no sea correspondiente al

experimento del flujo granular. De esta manera es descartada la opción de usar una peque-

ña capa de material en todo el dominio para solucionar el problema del flujo granular que

desciende por un canal rectangular.

6.3.2. Fronteras y parámetros

El uso de las condiciones de frontera deslizante no predice de forma adecuada la cola

del flujo granular, ya que no se presenta “adhesión” de material a las paredes laterales

del canal como sucede en el experimento, sin embargo, el depósito de material en la zona
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horizontal del canal rectangular presenta una predicción muy satisfactoria, en comparación

con el experimento. Las condiciones de frontera antideslizantes permiten predecir de una

forma apropiada para la cola del flujo mientras el material desciende pendiente abajo. La

“adhesión” de material a las paredes en la predicción numérica es semejante a lo capturado

por el experimento. Pero, el depósito no presenta la mejor predicción, ya que esta imposición

genera una zona de depósito de material cercano a las paredes laterales que no se presenta

en el experimento.

Ninguna de las dos condiciones de frontera tratadas en este trabajo presentan una pre-

dicción completamente satisfactoria en cuanto a la predicción de la distribución de material

cercano a las paredes laterales, tanto en el depósito como en el transcurso del movimiento

de la masa. Esto realza la importancia de explorar ya sea la implementación de otros mo-

delos constitutivos para el cálculo de los esfuerzos debidos a los sólidos y/o la imposición

de otras condiciones de frontera que describan de una manera adecuada la distribución de

material cercano a las fronteras durante el movimiento y el depósito.

Las pruebas realizadas al cambio del perfil de la distribución de la masa granular me-

diante la imposición de 5 valores diferentes para el factor de corrección de momentum

permite concluir que tanto para instantes de tiempo inmediatamente posteriores a la libe-

ración del flujo de material granular como para el depósito, el valor del factor de corrección

de momentum más adecuado es β = 1.0. Pero el uso de un factor de corrección de mo-

mentum unitario apresura la llegada de material a la zona del depósito y la generación del

mismo, además de la formación de un frente de flujo muy vertical en comparación con el

experimento mientras este desciende por la pendiente. Si se trata de representar de una

mejor manera la distribución de material durante el flujo y mitigar la generación prematu-

ra del depósito, el uso de β > 1.0 brinda una mejor predicción especialmente la forma del

perfil del frente de flujo, tornándolo más suave como sucede en el experimento.

La teoría de Savage and Hutter (1989) para avalanchas granulares supone que el mate-

rial granular está en cualquiera de los dos estados de esfuerzos límites, dependiendo de si

la masa se dilata o contrae en dirección paralela a la base del flujo. Esta transición genera

discontinuidades en esfuerzos entre regiones que se dilatan o contraen (Sección 2.3.4). Estas

discontinuidades introducidas sobre todo en la velocidad inestabilizan por completo la solu-

ción numérica dada por el método penalizado de multidominios espectrales. Este problema

hace necesario el uso de un esquema de regularización para el coeficiente de presión lateral

de tierra. Sin embargo, el coeficiente de presión lateral de tierras regularizado potencializa

la aparición de una solución numérica asimétrica.

La implementación de un coeficiente de presión lateral de tierras constante, en donde

se supone una máxima rugosidad en el lecho (donde se puede asumir que φbed = φint),

indicando que un bloque de material de Coulomb se mueve pendiente abajo sin la presencia

de adelgazamientos o engrosamientos en el espesor del flujo, brinda una solución estable,
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Capítulo 6. Análisis de resultados

sin oscilaciones indeseadas y sin asimetría en la solución, como puede suceder con el uso

de un coeficiente de presión lateral de tierras regularizado. Pero el uso de un coeficiente

lateral de tierras constante no es la mejor elección desde el punto de vista físico para

representar el estado de esfuerzos del material. Ya que el material si sufre aldelgazamientos

y engrosamientos en el espesor del flujo en todos los momentos, principalmente al inicio en

la liberación y en la formación del depósito.

Casi todos los modelos publicados de deslizamiento y flujos de detritos simulan el co-

mienzo de la dinámica de avalanchas mediante el uso de condiciones iniciales de rotura de

una presa, es decir, los modelos especifican un gran desequilibrio fuerzas inicial, pero arti-

ficialmente retienen el movimiento hasta que el modelador emite un comando (Iverson and

George, 2010). En casos extremos, los modelos utilizan ángulos de fricción basal <10o para

simular el movimiento, mientras que los valores >30o puede ser necesarios para equilibrar

las fuerzas en fuertes pendientes en sitios de iniciación (Iverson and George, 2010). A pesar

de la falta de justificación física de este desajuste, las publicaciones comúnmente ignoran

su significado y en su lugar miden la capacidad predictiva de un modelo por el hecho de su

salida en las distribuciones del depósito (Iverson and George, 2010). Es de resaltar que en

este trabajo no fue necesario recurrir a estos artificios, ya que el modelo permite realizar un

estado de equilibrio de fuerzas en función de parámetros como el ángulo de fricción del lecho

e interno del material granular y la pendiente. Estos parámetros hacen que naturalmente la

condición inicial sea inestable, permitiendo así que el material fluya pendiente abajo hasta

generar el depósito en la zona horizontal.

También se hizo un análisis de la influencia de cada uno de los parámetros utilizados para

modelar los flujo de material desagregado en contraste con las ecuaciones de aguas someras

invicidas. Con esto se encontró que el coeficiente de presión lateral de tierras (kx(act/pas)
y ky(act/pas)) que se encuentra en la parte advectiva de las ecuaciones (Ecuaciones 4.5 y

4.6) no tiene una influencia importante en la solución de las ecuaciones, aclarando que

para el flujo granular la fracción de presión de poros es cero (λ = 0). El componente

gravitacional en la dirección z (gz) sobre la parte advectiva de las ecuaciones hace que la

condición inicial pueda caer, de modo que el material puede sufrir una redistribución sobre

el dominio computacional.

Para los términos fuente de las ecuaciones de flujos de material desagregado (Ecua-

ciones 4.8 y 4.9), los componentes gravitacionales horizontales (gxh y gyh) son muy im-

portantes ya que impulsan el material de modo que este pueda desplazarse predominan-

temente en cualquier dirección (x y y). Contrario a los componentes horizontales de la

gravedad, los términos más importantes de esfuerzos encargados de la disipación de la

energía son los esfuerzos debidos a los sólidos, que ofrecen una clara resistencia al flujo. En-

tre los esfuerzos cortantes transversales (−sgn(∂u/∂y)hkxact/pas
(∂/∂y)[gzh(1 − λ)] sinφint

y −sgn(∂v/∂x)hkyact/pas(∂/∂x)[gzh(1 − λ)] sinφint) y los esfuerzos cortantes en el lecho
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6.3. Discusión

(−sgn(u)(1 − λ)[gz + u2(∂θx/∂x)]h tanφbed y −sgn(v)(1 − λ)[gz + v2(∂θy/∂y)]h tanφbed)

se presenta un un aporte mayor en los esfuerzos cortantes del lecho. Este es el encargado

de detener por completo la dinámica del flujo haciendo que el material entre en reposo en

cuanto las condiciones lo permitan (e.g., topografía y ángulos de fricción). Los esfuerzos

cortantes transversales aunque también son importantes, estos pueden permitir que la onda

siga desplazandose por mucho más tiempo. Esto refuerza las hipótesis planteadas en este

capítulo frente a las condiciones de frontera. La carencia de una buena predicción de la

distribución del material adyacente a las paredes laterales del flujo indica que los esfuerzos

transversales no se está modelando de forma adecuada, y es cuando se realza la importancia

de explorar otros modelos constitutivos para modelar los esfuerzos debidos a los sólidos.

Los términos debido a los esfuerzos del fluido ofrecen una resistencia muy baja en

comparación con la resistencia que ofrecen los términos de esfuerzos de los sólidos. Aun

cuando se tenga una viscosidad muy alta (e.g, 10 Pa-s) y todos los términos debido al

esfuerzos de los fluidos [−(3nfµ/ρ)(u/h) + (nfµh/ρ)(∂
2u/∂x2) + (nfµh/ρ)(∂

2u/∂y2) y

−(3nfµ/ρ)(v/h) + (nfµh/ρ)(∂
2v/∂y2) + (nfµh/ρ)(∂

2v/∂x2)] actuando sobre la solución

de las ecuaciones de flujos de material desagregado a la vez que se excluyen los esfuer-

zos por los sólidos, la propagación de la onda se desplaza igual de rápido y con el mismo

comportamiento que si se solucionan las ecuaciones de aguas someras invicidas. Estas ob-

servaciones podría dar pie a la eliminación de estos términos que en realidad no ofrecen

resistencia al movimiento del fluido. Sin embargo, es importante realizar más análisis para

conocer con precisión el aporte de casa uno de los términos de esfuerzos tanto de los sólidos

como del fluido, con lo cual se puede sustentar ajustes dirigidos a mejorar el modelo.

6.3.3. Solución analítica

La reducción del conjunto de ecuaciones bidimensionales para flujos de material desagre-

gado a una sola ecuación unidimensional sin muchos de los términos fuente considerados

en la formulación bidimensional para generar la solución analítica, no permiten juzgar ri-

gurosamente la precisión del método numérico empleado en este trabajo para solucionar el

conjunto de ecuaciones diferenciales parciales. Esta comparación permite determinar que

tan bondadosa es la solución analítica a la numérica pese al gran número de supuestos

adicionales propuestos para llegar a dicha solución. De manera que para el experimento

de pequeña escala en el canal rectangular, la solución analítica por lo menos se encuen-

tra en el mismo orden de magnitud que la solución dada por el conjunto de ecuaciones

bidimensionales, solucionadas numéricamente.
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Capítulo 7

Conclusiones

La solución de ecuaciones de flujos de material desagregado con métodos espectrales

hasta ahora no ha sido reportada. Este trabajo permite identificar bondades y falencias de

un método espectral (método penalizado de multidominios espectrales) al solucionar este

conjunto de ecuaciones hiperbólicas con términos fuente (ecuaciones de flujo de material

desagregado), movimiento predominante en una dirección y condiciones iniciales disconti-

nuas o que desarrollan discontinuidad.

El método penalizado de multidominios espectrales soluciona de forma adecuada el

conjunto de ecuaciones de flujos de material desagregado desarrolladas por Iverson and

Denlinger (2001), generando así predicciones comparables con los datos experimentales y

otras predicciones numéricas. Tanto al inicio del flujo como el depósito son predichas de

forma adecuada por el conjunto de ecuaciones solucionadas con el método espectral. Una

predicción acertada de la distribución del material se puede lograr mediante el ajuste de

tres aspectos importantes que son: las condiciones de frontera, el factor de corrección de

momentum y el coeficiente de presión lateral de tierras.

Las oscilaciones indeseadas que se presentar comúnmente en este método espectral pue-

den ser mitigadas mediante el uso de un filtro espectral como se desarrolló en este trabajo.

La discontinuidades en la condición inicial o desarrolladas durante el flujo y el uso de

la tolerancia k = 10−4 para el seguimiento de las fronteras del flujo cuando se presenta la

solución trivial, 0 = 0, en h = 0, debido a la ausencia de una profundidad promedio de

material en todo el dominio aumenta el error por conservación de masa notablemente. De

modo que la bondad por la cual se recurre a los métodos espectrales queda abandonada.

Si en la solución de las ecuaciones de flujos de material desagregado se utiliza una

profundidad promedio, acompañado del gradiente topográfico, en donde se tienen valores

diferentes de cero en los componentes horizontales de la gravedad, se presentan hundimien-

tos y levantamientos indeseados en las fronteras del dominio computacional.

Las soluciones analíticas no permiten juzgar rigurosamente la precisión del método pe-
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nalizado de multidominios espectrales empleado para solucionar el conjunto de ecuaciones

de flujos de material desagregado. Sin embargo, esta comparación se consigue determinar

que tan bondadosa es la solución analítica respecto a la numérica pese al gran número de su-

puestos adicionales propuestos para llegar a dicha solución. Para el experimento de pequeña

escala en el canal rectangular, la solución analítica por lo menos se encuentra en el mis-

mo orden de magnitud que la solución dada por el conjunto de ecuaciones bidimensionales

solucionadas numéricamente.

La solución numérica generada por el método penalizado de multidominios espectrales

(SMPM) predice tanto la dinámica (e.g., frente y cola del flujo) como el depósito de modo

semejante a la solución generada por el método Harten-Lax-vanLeer-Contact (HLLC) pre-

sentado en Denlinger and Iverson (2001). Esto siempre y cuando se utilicen las condiciones

de frontera antideslizantes.

Las condiciones de frontera deslizantes y antideslizantes modifican notablemente la dis-

tribución de la masa que fluye a través del canal rectangular. La solución numérica generada

para condiciones de frontera deslizantes proporciona una mejor predicción para el depósito

que las condiciones de frontera antideslizantes, ya que con esta última condición se generan

zonas de depósito que no se presentan en el experimento. La solución numérica con las

condiciones antideslizantes genera mejores predicciones para la dinámica del flujo granular,

principalmente porque se consigue tener la forma de la cola semejante al experimento.

Para instantes de tiempo inmediatamente posteriores a la liberación del flujo de material

granular y para el depósito, el valor del factor de corrección de momentum más adecuado

es β = 1.0, a pesar que el uso de un factor de corrección de momentum unitario apresura la

llegada de material a la zona del depósito. Si se trata de representar de una mejor manera

la distribución de material durante el flujo y mitigar la generación prematura del depósito,

el uso de β > 1.0 brinda una mejor predicción especialmente la forma del perfil del frente

de flujo, tornándolo más suave como sucede en el experimento.

La intestabilidad de la solución del conjunto de ecuaciones para flujos de material des-

agregado introducida por el coeficiente de presión lateral de tierras discontinuo desarrollado

por Savage and Hutter (1989), se puede anular mediante la regularización del coeficiente

tal como se muestra en Tai and Gray (1998). La asimetría que se puede presentar en la

solución del flujo de material desagregado es debida al coeficiente de presión lateral de

tierras regularizado.

El uso de un coeficiente de presión lateral de tierras constante, brinda una solución más

estable y simétrica, respecto a la solución brindada por el coeficiente de presión lateral de

tierras regularizado, especialmente si se tiene refinamiento espacial muy alto. Sin embargo,

un coeficiente de presión lateral de tierras constante no es la mejor opción desde el punto

de vista físico, ya que se supone que no hay adelgazamiento y engrosamientos mientras el

material fluye.
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Capítulo 8

Trabajo futuro

En este trabajo se hizo énfasis en determinar las bondades y falencias del método

penalizado de multidominios espectrales, pero además se utilizó un filtro espectral que no

es propiamente un planteamiento del SMPM con el fin de mantener la estabilidad de la

solución. Por esto se plantea la necesidad de estudiar la influencia del filtro espectral para

casos suaves y discontinuos con el fin de encontrar alguna relación que permita establecer

un uso adecuado del filtro en el orden de conseguir menor error por conservación de masa.

Debido a la ausencia de predicciones precisas en la distribución de material adyacente

a las paredes laterales es importante explorar otras condiciones de fronteras a las que se

trataron en este trabajo y/o la implementación de otros modelos constitutivos como los

elasto-plásticos para tratar de capturar mejor la trasmisión de esfuerzo de los sólidos.

A partir del análisis que se hizo a cada uno de los términos fuente encargados de

la disipación de la energía, es importante realizar más pruebas para poder descartar los

términos que realmente no estén aportando información y explorar la introducción de otros

que permitan generar predicciones más precisas de los experimentos. Además es importante

ejecutar otros casos de prueba de los cuales se tengan datos experimentales que permitan

encontrar otros aspectos importantes para trabajar en el mejoramiento del modelo.
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Apéndice A

Polinomios de Legendre y método

de colocación

Los polinomios de Legendre son los polinomios ultraesféricos de Jacobi (Funaro, 1992).

Esto es una función alternativa de los polinomios de Chebychev para problemas no periódi-

cos (Boyd, 2001). Para definir los polinomios de Legendre de orden N , se pueden expresar

mediante el uso de la fórmula de Rodrigues (Shen et al., 2011).

PN (x) =
1

2NN !

dN

dNx
(x2 − 1)N (A.1)

donde |x| ≤ 1. La fórmula de recurrencia de tres términos se da por la ecuación A.2

(Funaro, 1992; Shen et al., 2011).

PN (x) =
2N − 1

N
xPN−1(x)−

N − 1

N
PN−2(x) (A.2)

La Figura A.1 muestra los polinomios de Legendre desde 0-th hasta 6-th orden, obteni-

dos con el uso de la fórmula de recurrencia (Ecuación A.2). Los polinomios de Legendre son

no uniformes, con baja amplitud sobre la mayor parte del intervalo excepto en las capas

límites extremadamente angosta, donde el polinomio se eleva a uno o cae en menos uno

(Boyd, 2001). Los polinomios tienen un máximo local, tanto en x = 1 como x = 0 (Boyd,

2001).

Hay dos razones por las que esta falta de uniformidad y el error más pobre de los

polinomios de Legendre no son particularmente molesto para los practicantes de elementos

espectrales (Boyd, 2001). En primer lugar, el grado de los polinomios de cada elemento es

más bien pequeño, rara vez superior a N = 8. En segundo lugar, la Figura A.2 muestra

que las capas límite en el que el polinomio de Legendre es grande son muy delgadas. Sin
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Figura A.1: Polinomios de Legendre para 0 6 N 6 6, estimado con la formula de recurrencia
(Ecuación A.2) (Canuto, 2006).
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Figura A.2: Polinomios de Legendre para N = 100. También es un esquema que ilustra la
forma de todos los polinomios de Legendre Boyd (2001)
.
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embargo, las soluciones a los problemas de contorno se ven limitados por las condiciones de

contorno (Boyd, 2001). Para los elementos espectrales, existe alguna restricción, incluso en

las paredes interiores del subdominio porque las expansiones en cada elemento adyacente

deben tener valores comunes en las paredes comunes. Por lo tanto, las expansiones de

elementos espectrales en los polinomios de Legendre se ven limitados por las condiciones

de frontera para estar cerca de la solución exacta precisamente en aquellas regiones en las

que los errores en una serie de Legendre de otro modo son grande (Boyd, 2001).

Los puntos del método de colocación son dados por los puntos de Gauss-Lobatto-

Legendre, definidos como las raíces del polinomio (1 − x2)P ′
N (x). No existe una fórmula

explícita conocida para estas raíces.

Asociado con los puntos de Gauss-Lobatto es la fórmula de cuadratura, afirmando que

si f(x) es un polinomio de grado 2N − 1, entonces

N∑

k=0

f(xk)ωk =

∫ 1

−1
f(ξ)dξ (A.3)

donde xk son los puntos de colocación de Gauss-Lobatto-Legendre (Figura A.3), y los

pesos de Gauss-Lobatto, ωk, son dados como

ωk = − 2

N + 1

1

PN (xk)PN−1(xk)
, 1 ≤ k ≤ N − 1 (A.4)

ω0 = ωN = − 2

N(N + 1)
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Figura A.3: Distribución de los puntos de Gauss-Lobatto-Legendre en función del grado del
polinomio.
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En un método de colocación de Legendre, la función, f(x), se aproxima por una función

de malla, fk = f(xk), donde los puntos de la malla son los puntos de colocación de Gauss-

Lobatto (Hesthaven and Gottlieb, 1996). De este modo, se construye un interpolador global

de Legendre, IN , para obtener la función de aproximación,

(INf)(x) =
N∑

i=0

fklk(x)

donde los polinomios de interpolación Legendre-Lagrange son dados como

lk(x) = − (1− x2)P ′
N (x)

N(N + 1)(x− xk)PN (xk)

La construcción

(INf)(x) = fk

Para buscar ecuación para una solución aproximada, (INf)(x), a una ecuación diferen-

cial parcial, se necesita obtener los valores para las derivadas espaciales en los puntos de

colocación (Hesthaven and Gottlieb, 1996). Esto se realiza mediante la aproximación de un

operador diferencial por un operador de matriz, con las entradas de la matriz dados como

Dkj = l′j(xk)
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