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Capitulo 1

Introduccién

Las zonas montafiosas tropicales son susceptibles a sufrir movimientos en masa debido
a que generalmente se retinen cuatro de los elementos més importantes para su generacion:
gradiente topogréafico, sismicidad, meteorizacion y lluvias intensas (Cheng et al., [2002; |Sua-
rez), [2001)). Dentro de la clasificaciéon de los movimientos en masa se encuentran los flujos,
los cuales pueden ser lentos o rapidos dependiendo del contenido de humedad, de los tipos
de material transportados y la pendiente de la trayectoria del flujo.

Los flujos de material desagregado son masas de suelo y roca, cargadas de agua, que
descienden de las zonas montanosas siguiendo las lineas de drenaje con velocidades que
pueden superar los 10 m/s, y volimenes que pueden ir hasta los 10° m?. Los flujos de
material desagregado pueden denudar laderas, enterrar las llanuras de inundacién y devastar
a personas y propiedades (Iverson) 2014)). Estos eventos naturales pueden ser detonados en
gran medida por precipitaciones y derretimiento de nieve como lo senala [Schneider et al.
(2010), de modo que, periodos con condiciones de clima himedo y frio incrementan la

actividad de flujos de material desagregado.

1.1. Flujo de material desagregado

Existen muchas definiciones de los movimientos en masa dadas por diferentes auto-
res, particularmente si se trata de los movimientos que se comportan en forma de flujo. Las
definiciones para formalizar las diferentes interpretaciones de cada fenémeno son muy ambi-
guas dado que se emplean algunas caracteristicas como velocidad, volumen, tipo de material
transportado y proporcién de sélidos-fluido, entre otras. Ejemplos de multiples definicio-
nes se pueden encontrar en Coussot and Meunier| (1996)); Hungr et al.| (2001); Hutchinson
(1968); |Jakob) (2005)); Pudasaini and Hutter| (2007); [Suarez| (2009) y Varnes (1978]).

Para no entrar en discusiones debido a las diferentes definiciones dadas para los movi-

mientos en masa tipo flujo, que son de interés para este trabajo, aqui se generalizan con el



Capitulo 1. Introduccién

nombre de “flujos de material desagregado”. Los flujos de material desagregado se pueden
definir como aquellos movimientos que se generan a partir de fallas difusas del geomaterial,
es decir, ausentes de un patron de localizacién de la falla, cuya fuerza desestabilizante es
la debida a la gravedad. Los geomateriales siempre estdn entremezclados con un fluido,
ya sea agua o aire (flujos secos). Asi, dentro de flujos de material desagregado entrarian
las siguientes definiciones: avalancha de detritos, avalancha granular, avalanchas de nieve,

flujos de detritos, flujo granular, flujos de lodo, flujos de tierra, lahar, entre otras.

1.2. Planteamiento del problema

Este trabajo se enfoca en la necesidad de obtener una aproximaciéon numérica precisa de
las ecuaciones diferenciales parciales que describen el movimiento y depdsito de eventos de
flujos de material desagregado propuestas por [Iverson and Denlinger| (2001)). Esta necesidad
se evidencia cuando podemos referirnos al error numeérico introducido por el uso de métodos
numeéricos de bajo orden como diferencias finitas, volimenes finitos e incluso los elementos
finitos. Estos métodos numéricos son denominados de bajo orden debido al grado de la
funcion de interpolacion en cada elemento (e.g., elementos finitos) o entre nodos (e.g.,
diferencias finitas y voltmenes finitos). Los método de bajo orden introducen un error
numeérico considerable, atin mas en la soluciéon de ecuaciones hiperboélicas que desarrollan
un frente de propagacion sobre una direccion dominante (Fletcher, [1991)), como es tipico
en la simulaciéon numeérica de rompimiento de presa para flujos de material desagregado.

La Tabla contiene una revision bibliografica de autores que han modelado este tipo
de flujos desde la mecanica de medios continuos, basados tipicamente en las ecuaciones de
aguas someras, donde puede variar la forma de estimar los esfuerzos del fluido y los esfuerzos
de los solidos son estimados con la relacion de Mohr-Coulomb. En la Tabla se puede
ver que los métodos de bajo orden han sido implementados por décadas para solucionar
las ecuaciones de flujos de material desagregado, siendo los mas utilizados las diferencias
finitas y volimenes finitos.

Existen otras técnicas més precisas de alto orden, que emplean un alto grado en la
funcién de interpolacién en cada elemento como son los métodos espectrales. Dentro de los
métodos espectrales se pueden mencionar al método de Fourier (FM), el método de elemen-
tos espectrales (SEM), el método discontinuo de Galerkin (DGM) y el método penalizado
de multidominios espectrales (SMPM).

Un ejemplo de la precisiéon superior que se puede obtener en los métodos espectrales
para un problema lineal hiperbolico (e.g., adveccion lineal) se presenta en la Figura
(Canuto, 2006)). En la Figura se muestra la soluciéon con diferentes métodos numeéricos:

a. El método de Fourier Galerkin (método espectral), b. Diferencias finitas centradas de




1.2. Planteamiento del problema

Tabla 1.1: Revisién bibliografica de procedimientos para la modelacion y solucién de ecua-
ciones de flujos de material desagregado.

Autor Geometria del Dimensiones  Esfuerzos del ~ Método de
basamento espaciales fluido solucion

Savage and Hutter| (1989) \ 1D N, SWE FDM
Denlinger and Iverson| (2001) c 2D N, SWE FVM
Iverson and Denlinger| (2001) c 1D, 2D N, SWE Analitico
Trujillo-Vela and Ramos| (2012) c 1D, 2D N, SWE Analitico
Denlinger and Iverson| (2004) c 1D, 2D N, SWE FVM-FEM
Pudasaini et al.| (2005) o 2D N, SWE FDM
Iverson| (2005)) \ 2D B, SWE —
Rickenmann et al.| (2006) i 2D B,V ,HB, SWE FDM
Wang et al. (2008) i 2D N, SWE FDM
Quan Luna et al. (2012 i,c 1D B, SWE FDM
Ouyang et al.| (2013) i 2D V, SWE FDM

c: superficie curvada, o superficie curvada y retorcida, \: superficie plana, i: superficie irregular, N:
fluido Newtoniano, B: modelo Bingham, HB: modelo reolégico Herschel-Bulkley, V: modelo de Voellmy,
SWE: ecuaciones de aguas someras, FDM: método de diferencias finitas, FVM: método de volamenes
finitos, FEM: método de elementos finitos.

segundo orden (FD2) con tres puntos, c. Diferencias finitas centradas de cuarto orden (FD4)
con cinco puntos, d. Métodos compactos de cuarto orden (CP4), e. Métodos compactos de
sexto orden (CP6). El namero entero N denota el grado de la expansion para el método
de Fourier Galerkin y el niimero de puntos de la malla para diferencias finitas y métodos
compactos (Canuto, 2006]).

En la Figura se puede ver que la convergencia de los métodos de bajo orden (di-
ferencias finitas y métodos compactos) es menor que los métodos de alto orden (Fourier
Galerkin), donde el error es tan bajo que puede llegar a ser del orden de aproximacion del
computador [e.g., O(10714)].

Debido a las evidencias presentadas anteriormente, en este trabajo se busca la posibi-
lidad de aprovechar la bondad de los métodos espectrales para solucionar las ecuaciones
hiperbodlicas bidimensionales implementadas aqui, que describen los flujos de material des-
agregado, propuestas por Iverson and Denlinger| (2001). Esto se hace con el fin de disminuir
el error numeérico en la solucién del conjunto de ecuaciones diferenciales parciales.

En este trabajo se evaliia la efectividad de una técnica numérica llamada método penali-
zado de multidominios espectrales para la soluciéon numérica de las ecuaciones diferenciales
parciales que describen los flujos de material desagregado. El origen de los métodos de mul-
tidominios espectrales es de finales de los 70’s y la contribucién final fue dada por Hesthaven
a mediados de los 90’s, quien introduce una penalizacién en la interconexién de los multi-

ples dominios empleados para la discretizacion espacial conocida como método penalizado
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Figura 1.1: Errores maximos para un problema hiperbélico lineal en ¢ = 27 para los métodos
numeéricos Fourier Galerkin y algunos esquemas de diferencias finitas (Canuto, 2006)).

de multidominios espectrales (Escobar-Vargas, 2012)). El potencial de simulaciones precisas
no disipativas y no dispersivas en flujos ambientales a través de los métodos espectrales
serd explorado en este trabajo teniendo en cuenta las caracteristicas del método que se
presentan en la Secciéon basado en [Escobar-Vargas et al.| (2012).

Estas bondades de los métodos espectrales no han sido explotadas en la solucién de
problemas reales, como los que se pueden representar con las ecuaciones que describen los
flujos de material desagregado (Tabla .

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Determinar la efectividad de la solucién numérica de las ecuaciones de flujos de ma-
terial desagregado propuestas |[Iverson and Denlinger| (2001) con el método penalizado de

multidominios espectrales.

1.3.2. Objetivos especificos

» Implementar las ecuaciones de flujos de material desagregado propuestas por [[verson

and Denlinger| (2001)), con el método penalizado de multidominios espectrales.

» Evaluar la efectividad de la solucién numérica dada por el método penalizado de

multidominios espectrales respecto la soluciones analiticas de las ecuaciones de flujos




1.4. Esquema del documento

de material desagregado propuestas por [Iverson and Denlinger| (2001) y [Trujillo-Vela.
and Ramos (2012).

» Evaluar la efectividad de la solucién numérica dada por el método penalizado de
multidominios espectrales respecto la soluciéon numérica de las ecuaciones de flujos
de material desagregado presentada por Denlinger and Iverson| (2001)), con el método
Harten-Lax-vanLeer-Contact (HLLC).

1.4. Esquema del documento

Este trabajo es organizado de la siguiente manera:

El capitulo 2] contiene el marco teorico de la modelacion matematica de flujo de material
desagregado. Aqui se presentaran los siguientes conceptos: ecuaciones de conservacion de
masa y momentum para la mezcla de sblidos y fluido, integracion en la profundidad de las
ecuaciones de conservacion, estimacion de los esfuerzos de los sélidos y fluido, y finalmente
las ecuaciones de gobierno para los flujos de material desagregado.

El desarrollo de la soluciéon analitica unidimensional para el conjunto de ecuaciones de
flujo de material desagregado presentado en el capitulo 2] con las cuales se puede determinar
la posicién y velocidad del centro de masa del flujo en funcién del tiempo se presenta en el
capitulo [3]

En el capitulo [4] se presenta el marco teérico del método de integracion numérica. Aqui
se presentaran los siguientes conceptos: la forma conservativa de las ecuaciones de flujo de
material desagregado, el método penalizado de multidominios espectrales (SMPM) para la
discretizacion espacial, las condiciones de frontera, método de integracién temporal Runge-
Kutta de preservacion de estabilidad fuerte (SSP-RK), técnica de estabilizacion, condicion
de estabilidad numérica, conservacién de masa y energia, y calculo de la velocidad del centro
de masa.

Los datos experimentales de un flujo granular generado por |Denlinger and Iverson| (2001))
y los casos de prueba implementados en este trabajo para solucionar las ecuaciones de flujo
de material desagregado se presentan en el capitulo

El capitulo [6] muestra los resultados de este trabajo con su respectivo anélisis. Contiene
tres grandes grupos de resultados. El primero contiene los resultados numéricos para el
caso de un flujo granular que desciende por un canal rectangular. El segundo contiene el
colapso de una Gaussiana y un cilindro vertical de arena. Y el tercero compara los resultados
brindados por la solucién analitica y la numérica. Finalmente, se realiza una discusiéon sobre
los resultados obtenidos y presentados en este capitulo.

En el capitulo [7] se presentan las conclusiones y recomendaciones de este trabajo.

Finalmente, en el capitulo [§| se presentan los trabajos futuros.




Capitulo 2

Modelacion matematica de flujos

de material desagregado

Los movimientos en masa son estudiados principalmente desde dos puntos de vista. El
primero busca comprender y predecir la susceptibilidad a los deslizamientos bajo diferentes
condiciones de activacion (e.g., geomorfologia, hidrologia y climatologia), con lo cual muchos
autores generan algunas relaciones como infiltracion-deslizamientos (Iverson, [2000), y lluvia-
deslizamientos (Dai and Leel |2001; Glade et al.; 2000; (Guzzetti et al., 2008; [Li et al., 2011}
Terlien), 1998)). El segundo busca estudiar la dinamica de los flujos que se puede realizar
basicamente desde dos enfoques: discreto y continuo.

En el enfoque discreto, los flujos de material desagregado son modelados por un conjunto
de particulas discretas (circulos o esferas para 2D o 3D, respectivamente). El movimiento
de las particulas y la interaccion entre ellas obedecen las leyes basicas de movimiento, una
ley de fuerza-desplazamiento y la segunda ley de Newton. Las fuerzas entre las particulas
durante el contacto son calculadas de acuerdo con algunos modelos mecanicos como resortes
y amortiguadores (De Toni and Scotton, 2005; Teufelsbauer et al., 2009)). También con el
enfoque discreto, algunos autores como D “ambrosio et al.| (1999) e lovine et al.| (2003)) han
realizado modelaciones de flujos de material desagregado basadas en autématas celulares,
en donde la complejidad del sistema emerge de las interacciones de sus unidades elementales
(celulares) mediante la aplicacion de reglas locales relativamente sencillas.

En el enfoque continuo, una forma de modelar los flujos de material desagregado se
basa en los principios de conservacién de masa y momentum, mediante el uso de la teoria
de aguas someras bidimensionales que descienden sobre topografias suaves. La velocidad
en la direccién vertical puede suponerse como despreciable, ya que las velocidades en el
plano son considerablemente mayores (Iverson and Denlinger, [2001; Ouyang et al.l |2013;
Pudasaini and Hutter], 2007; |Quan Luna et al.l 2012} Rickenmann et al., 2006} [Savage and
Hutter, [1989; [Wang et al., [2008)).



2.1. Leyes de conservaciéon en un medio continuo

En este trabajo se hace uso de la mecénica de medios continuos para modelar los
flujos de material desagregado, con el fin de entender y predecir el comportamiento de
estos procesos a nivel experimental. El modelo se basa en leyes fisicas, reglas matematicas,
modelos constitutivos y teorias sobre esfuerzos tanto para los sélidos como para el fluido
encargadas de la disipacién de la energia. El desarrollo de este modelo se presenta en este

capitulo con base en la formulacion propuesta por Iverson and Denlinger (2001]).

2.1. Leyes de conservaciéon en un medio continuo

2.1.1. Conservacion de masa

Para la modelacion matemaética de flujos de material desagregado se adopta la mecanica
de medios continuos, perspectiva Euleriana, pero haciendo uso del concepto de volumen
elemental representativo (Figura[2.1)), donde se captura el comportamiento a escalas no tan

pequenas como para que contenga la suficiente cantidad de fluido y sélidos.

Figura 2.1: Definiciéon de volumen elemental representativo fijo [Iverson| (2005).

Las leyes de conservaciéon de masa y momentum proporcionan las herramientas fun-
damentales para el andlisis de flujo de material desagregado. La ecuacién diferencial de
conservacion de masa para cada fase de la mezcla del flujo de material desagregados es
(Iverson, |2005]).

Opini
ot

donde el subindice 7 indica que es para cada fase individual, n denota la fracciéon de

volumen (tal que >~ = 1), p; la densidad de cada fase y v; denota el vector de velocidad
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Capitulo 2. Modelacion mateméatica de flujos de material desagregado

del flujo para cada fase individual. La ecuacién de conservacién de masa para la mezcla
de flujo de material desagregado se puede obtener utilizando un promedio ponderado, que

define tanto la densidad como la velocidad de la mezcla (Iverson, [2005):
p = psns+ psny (2.2)
v — PsNsVs + PfNyVy

p

los subindices s y f denotan las fases solida y fluida respectivamente, indicados ge-

(2.3)

[Pl

néricamente por “i”, en la Ecuacién Los que no tienen subindices (i.e., p y v) hacen
referencia a la mezcla de solido-fluido (Ecuaciones y . Fisicamente, en las ecuaciones
de masa y momentum se supone que el movimiento del fluido con respecto a los sélidos es
tan lento que las velocidades y aceleraciones del fluido difieren de forma despreciable de
los solidos adyacentes. Mediante la sustitucion de 2.2y 2.3 en la Ecuacion [2:1] se obtiene la
ecuacion de conservacion de masa de la mezcla para el flujo de materiales desagregado:
gf—l-v'pv:o (2.4)
La Ecuacion 2.4] es expandida cuando se usa la regla de la derivada de un producto

sobre el término de divergencia:
0
<8f+vv-p>+pv-v:0 (2.5)

El término que esta entre paréntesis puede ser anulado, ya que se supone que la densidad
de la mezcla p es esencialmente constante (i.e., dp;n; /0t = 0). Y dividiendo entre p a ambos
lados de la Ecuacion [2.5] se tiene la ecuacion de conservacion de masa de la mezcla de un

flujo de material desagregado.
V.-v=0 (2.6)

2.1.2. Conservacion de momentum

La ecuacién diferencial de conservacién del momentum para cada fase de la mezcla del

flujo de material desagregado es (Iverson, [2005),

dpinivi
ot

donde ® representa el producto diadico, T denota tensor de esfuerzos con componentes

+ V- PiniVi @ v; = -V T+ pPin;g + fi (2.7)

cartesianos de la forma 7y,. El signo menos precede al término de esfuerzos porque el

esfuerzo se define positivo a compresion, como en la mecanica de suelos y rocas convencional.




2.2. Integracion sobre la profundidad

g representa la fuerza de la gravedad, y finalmente, el vector f; indica la fuerza de interaccion
por unidad de volumen ejercida sobre la fase “i” debido al movimiento relativo de las
fases. La ecuacién de conservacion del momentum para una mezcla de flujo de material
desagregado se puede obtener mediante la sustituciéon de las Ecuaciones y en la
Ecuacion .7t

opv

W—I—V-pVQ@V:—V-T—I—pg (2.8)

La fuerza de interaccion f; no aparece en la Ecuacion [2.8]explicitamente porque la fuerza
ejercida sobre los granos sélidos por el fluido equilibra la fuerza ejercida por los granos sobre
el fluido, por lo que se satisface la tercera ley de Newton del movimiento (Iverson, |2005)).
La Ecuacién [2.8] se expande mediante el uso de la regla de la derivada de un producto en

los términos temporales y de divergencia,

ov ap

Pa TV TV (pV)lv+pv-Vv=-V-T+pg (2.9)
Reordenando,
0 0
V[af—&—v-(pv)]—|—pa‘tl—|—pv-VV:—V-T—|—pg (2.10)

Lo que esta entre corchetes es cero en virtud de la Ecuacion 2.6 y dividiendo por p la
Ecuacion [2.10] se tiene que
ov

1
GV V= V-T+eg (2.11)

La Ecuaciéon describe la conservacion de momentum de la mezcla de flujos de

material desagregado.

2.2. Integracién sobre la profundidad

Una forma maés directa de solucionar las ecuaciones de conservacion tridimensionales
2.6]y 2.11] puede obtenerse por medio de la integracion de las ecuaciones a través del espesor
del flujo h (Ecuacién2.12)). h se mide verticalmente desde el lecho, en la cota z = b(z,y,t) a
la superficie del flujo z = n(z,y,t), donde x y y son las coordenadas planimétricas (Figura
2.2). Esta forma reduce el nimero de incognitas de 4 [i.e., v (u, v, w) y T] a 3 (@, v y h),
dos espaciales y la temporal (Iverson, [2005)). Para llevar a cabo esta integracion es necesario

tener en cuenta cinco conceptos matematicos importantes que se definen a continuacién.

h(z,y,t)=n—1> (2.12)
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1. Para hacer la integracion de la ecuacién de conservacién de masa es ttil definir “el

valor promedio de una funcién’:

B 1
f= 77—17/17 f(z)dz (2.13)

El valor medio de una funcién f(z) en el intervalo [b, 1] esta dada por Utilizando

la definicién anterior se halla el valor medio de la velocidad en las direcciones x y y:

1 (== 1 [==n
u:h/z:b udz y v:h/Z:b vdz (2.14)

donde la barra en la parte superior es una notacién abreviada para el promedio integrado

en la profundidad. Al reorganizar las ecuaciones en [2.14]

(2.15)

Figura 2.2: Definicién del sistema de coordenadas cartesiano, elevaciéon variable del lecho b,
espesor del material desagregado variable h = 1 — b y los vectores de velocidad variables en
un modelo de flujos de material desagregado promediado en la profundidad obtenido por
la integracion vertical de las ecuaciones de movimiento. Los componentes de la velocidad
cartesianas (u,v,w) se representan por uno de los vectores de velocidad, y w es negativo
cuando apunta hacia abajo como se muestra en Iverson| (2005)).

2. También es necesario definir que la relaciéon de “las velocidades vertical y hori-
zontal debe ser igual a la pendiente de la superficie” (Liggett] [1994) (Figura [2.3)).
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2.2. Integracion sobre la profundidad

De modo que para dos dimensiones la velocidad en la direccion z (w(n)), es:
w(n) _ dn dn
_dn —um® 2.16
= T ) = ul) 5 (2.16)

Utilizando la afirmacién anterior, las condiciones cinematicas en un flujo tridimensional

en la superficie libre e inestable verticalmente (i.e., 9n/0t) (Iverson, 2005)), es:

_On on on
w(n) = 5, +uln) g+ v(n)*ay + Az, y,t) (2.17)
Al despejar
o _ oo 00 _

donde A(z,y,t) especifica la tasa de acumulacion vertical de material para la superficie
libre del flujo como resultado del colapso de material de un banco adyacente. Las condiciones
cinematicas en las tres dimensiones de la superficie basal y el flujo inestable verticalmente
(i.e., Ob/0t) (Iverson, 2005), es:

b ob ab
w(b) = a+“(b)%+v(b)5y+3(%yﬁ (2.19)
Al despejar
ob ob b
i —u(b)% — U(b)a—y +w(b) — B(x,y,t) (2.20)

donde B(z,y,t) especifica la taza de cambio de la elevacion del lecho como consecuencia
de la sedimentacion(B > 0) o la erosion (B < 0). Sino hay entrada o salida de masa al

flujo, A y B asi como dn/0t y 0b/dt son iguales a cero.

Figura 2.3: Relacién de velocidad vertical y horizontal con la pendiente de la trayectoria
de flujo.

3. La regla de integracion de Leibniz esencialmente establece que cuando se deriva

una integral con respecto a un parametro diferente de la variable en la que esta integrado,

11



Capitulo 2. Modelacion mateméatica de flujos de material desagregado

derivada e integral se pueden intercambiar (Canizol 2004). Esta regla da una féormula para la
diferenciacién de una integral definida, cuyos limites son funciones de la variable diferencial
(Ecuacion [2.21)) (Weisstein, 2013). Esto a veces se conoce como la diferenciacion bajo el

signo integral.

g [ (@) g f on ob

il = - - — — 2.21

a /W) flaz)az = [ el T @ g~ fe@ha g @)
Al despejar,

/?7(3:) gdz B a/n(:v) Fz, 2)dz — F(n() x)@ + f(b(z) :z:)% (2.22)

b(z) (91‘ N 83: b(x) ’ m ’ dx ’ aLL’ ’

4. El teorema fundamental del calculo consiste en que la derivacién e integraciéon
de una funcién son operaciones inversas. Esto significa que la derivada de una integral de
cualquier funcion continua integrable es igual a la misma funcion (Ecuacion (Edwards
et al., (1996)).

0
5 [ £z = 1) (2.23)

5. Para solucionar el segundo y el tercer término de la ecuacion 2.43] se usa el “primer

teorema generalizado del valor medio para integrales”, definido como:

n n
/ f(2)g(2)dz = () / g(2)dz (2.24)
b b

donde f(z) y g(z) son dos funciones continuas € [b, 1], g(z) > 0 para cualquier z € [b, 7],
entonces existe un punto £ € [b,n] (Spiegel, |1963; Spivak, [2008]). Con la definicién se

puede escribir en términos de velocidades que:

n n
/ uldz = gy / udz (2.25)
b b

Al reemplazar la integral del lado derecho de la Ecuacion por la Ecuacién [2.15]

resulta:

n
/ uldz = Gghi (2.26)
b

Por el uso de la Ecuacion se tiene el resultado de la integracion del producto de

las velocidades:

n 7
/ u?dz = tgght Y / vudz = Uy, hv (2.27)
b b

donde tzy = Brgl Y Uye = Byzl, Bez ¥ Byz son los factores de correcciéon del momentum

12



2.2. Integracion sobre la profundidad

que brindan informacién sobre el alejamiento de los perfiles de velocidad de la uniformidad,
desarrollados en el flujo (Liggettl 1994; |{Uoane| 2011). Estos factores se pueden determinar

basados en la Ecuacion 2:29] La Ecuacion 2:27] se puede reescribir como:

U "
Bmhu2:/ widz oy Byxhvu:/ vudz (2.28)
b b

Al despejar

1 [, 1
,BMZW A udz vy 5?4‘”:% A vudz (2.29)

2.2.1. Integracién en la profundidad de la ecuacién de masa

Después de sintetizar las cinco definiciones matematicas anteriormente descritas, se lleva

a cabo la integracion de la ecuacion de conservacion de masa (Ecuacion [2.6)).

n T/ou Ov Ow
/b(V-v)dz—/b ((%+(9g/+(9z>dz
T ou T ov T ow

= ——dz ——dz —d 2.30
b ox + b 8y + b 0z : ( )

Después de separar los componentes de velocidad, al altimo término de la Ecuacién [2.30

se aplica el teorema fundamental del calculo:

T ou T v
_/b % +/b s+ lul] (2.31)

Mediante el uso de la regla de integracion de Leibniz en el segundo y tercer término de

la Ecuacién y mediante la evaluacion de la velocidad w entre n y b.

:;C/bnudz—u(n)22+ +/ vdz — v(n v(b)gz
—l—w(n) — w(b) (2.32)

Mediante la agrupacién de términos

:a‘i/ udz+/ vdz—[ %nt (")3;7_“’(”)]

+ [u(b)ax + v(b)a—y — w(b)} (2.33)

donde los términos agrupados por los corchetes denotan la superficie libre y el lecho,
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Capitulo 2. Modelacion mateméatica de flujos de material desagregado

indicado por i y b, respectivamente. Estas variables encerradas por los corchetes son tér-
minos de correcciéon que proceden de la integraciéon y diferenciaciéon con la posicién limite
como funcion de x y y (Vreugdenhil, [1994). Al reemplazar el valor medio de la velocidad
(Ecuacion en el segundo y tercer término de la Ecuacion m

= %}f + EZZ) - {u(n)gz + v(n)gz - w(n)]
+ {u(b)gz + v(b)gz - ’w(b)} (2.34)

donde hu, hv son las descargas por unidad de ancho en la direccion z y y (Tan, [1992).
Mediante la incorporacion de condiciones de contorno cinematicas (Ecuaciones y [2.20)
en la Ecuacion se tiene:

ohu Ohv On 0Ob

o Ty T mtATB=0 (2:35)

La variaciéon de la profundidad del flujo de material desagregado en funcién del tiempo
(Oh/0t) es igual a la variacion de la superficie libre (On/dt) menos la variacion del lecho
respecto al tiempo (9b/0t), que se puede escribir matematicamente como:

oh On 0b
— = - = 2.36
ot ot Ot ( )

Por 1ltimo, la ecuacion de conservaciéon de la masa integrada en la profundidad promedio
se obtiene sustituyendo la Ecuacién [2.36 en [2.35

Ohu  Ohv  Oh

%‘Faiy*FawLAfB:O (2.37)

Asi, se obtiene las ecuaciones de aguas someras aplicadas al flujo de material desagre-

gadosi A =B =0.

oh Ohu  Ohv

R T 2.
ot e oy =" (2.38)

2.2.2. Integraciéon en la profundidad de la ecuacién de momentum

La integracion en la profundidad de la ecuacion de momentum (Ecuacion 2.11)) en la

direccién x es

"(Ou  Ou?  Ovu  Owu 1 (" [(004 OTyr = OTuy
i s Wit — = _- 2.
/b <8t+8:z:+ Oy * 8z>dz p/b (837 * oy * 8z)dz (2.39)
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2.2. Integracion sobre la profundidad

Los términos del lado izquierdo en la Ecuacion [2.39| son separados.

T ou n Ju? T dvu T owu
— —_— —_— 2.4
/b 8tdz+/b 8xdz+/b 8ydz+/b P dz (2.40)

Mediante el uso de la regla de integraciéon de Leibniz en los primeros tres términos de la

Ecuacion y el teorema fundamental del célculo para el altimo término de la ecuacién

[2:40] se tiene,

1 1
0 / udz — u(n)@ + u(b)@ + 9 / uldz — UQ(U)@ + u?(b) ob
b b

ot ot ot Oz O o
o [ on ab
+8—y /b vudz — U(U)U(U)% + v(b)U(b)a—y + w(n)u(n) — w(b)u(d) (2.41)

Al agrupar términos y factorizar,

o[ 9" a2 pude —aiy) |21 9n o _
at/b Udz+83:/b udz—f—ay/b vudz u(n)[at—l—u(n)&nﬂ—v(n)dy w(n)

+ u(b) [glz + u(b)gi + v(b)gz - w(b)} (2.42)

Al despejar e incorporar las condiciones de contorno cinematicas (Ecuaciones y

2.20)), la Ecuacion es reducida a:

ohu a ["

o | et g [ vuds (o) (4] () B (243)

Por el reemplazo de la Ecuacion 2:28] en la Ecuacion 2:43}

ohi N 0B yzhii? N OByshvu
ot Ox oy

+ Au(n) — Bu(b) (2.44)

Los valores de 8 pueden ser diferentes de la unidad para perfiles de velocidad no uni-
formes. Para perfiles de velocidad parabolicos (que tiene corte diferencial y antideslizante)
f = 6/5, mientras que para un perfil uniforme (flujo de corte) § = 1 (Savage and Hutter]
1989). Dado que es probable que exista deslizamiento en las paredes del flujo, el corte de
la zona activa se limita a una capa delgada y el perfil de velocidad es “romo” (Savage and
Hutter, (1989)). En otras palabras, cuando se supone que las velocidades no son una funcién
de z (constante en la vertical), el término /3 se toma generalmente como la unidad (5 = 1),
lo que equivale a perfiles de velocidad uniformes (Liggett), (1994 [Uoane, [2011]).

Hutter et al| (2005) presenta una forma de estimar los efectos de los factores de co-
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Capitulo 2. Modelacion mateméatica de flujos de material desagregado

rreccién de momentum [ considerando un flujo cortante impulsado por la gravedad de un
fluido cuyo perfil de velocidad sigue una ley de potencia y viaja por un plano inclinado,
infinitamente largo, estable y de altura constante. Lo anterior permite para un plano para-
lelo de velocidad que consta de una velocidad de deslizamiento us y un corte, que es dado
por du/dz = Ar™ (Hutter et al., [2005). En el Seccion se presenta un analisis sobre el

factor de correccidon de momentum para diferentes valores entre f =1y 8 =1,2.

La ecuacién de conservaciéon momentum en la direccién z, integrada en la profundidad,

se obtiene sustituyendo la Ecuacion 2.44] en el lado izquierdo de la ecuacion 2:39]

ohu N 0B zzhu? N OPyzhvou 1 /” <80m N Oy N OT=0
b

= — 2.4
ot Oz y p Oz oy 0z >dz Au(n) + Bu(b) (2.45)

La ecuacién de conservacién de momentum en la direccion y, integrada en la profundi-

dad, se obtiene haciendo tratamiento analogo a la ecuacion [2.45

Ohv n 0fzyhuv n OByyhv* 1 / [ OTyy n 00 yy n 0Ty
ot ox oy o Jb

—= 5 By 3, > dz — Av(n) + Bu(b) (2.46)

donde Av(n) y Bv(b) representan los cambios del momentum asociados con la acele-
racion de la masa recién anadida o perdida (fuentes y sumideros), como resultado de la
erosion o la sedimentacion de masas respectivamente. Si los cambios del momentum asocia-
do a la aceleracion de la masa recién aniadida o perdida son iguales a cero y los términos de
esfuerzos se dividen en esfuerzos solidos y fluido (i.e., 04y = 04(za) + T f(2a)), 1as ecuaciones

de momentum en las direcciones x y y, respectivamente son:

Ohu OBzchii? | OByhon _ 1 /77 <8af(m,) N OTf(y) N OT (o)
b

ot Oz oy 1) oz oy 0z
8Us(mx) aTs(yz) aTs(z:p)
+ e + By + P gx> dz (2.47)

Ohv n Ofayhuv n 0Byyhv” _ 1 /n <8Tf(xy) n 97 5(yy) " OTf(zy)
b

ot Oz oy p ox oy 0z
Oy(ay) |, DTs(yy) | OTs(zy)
+ o + By + 5 gy> dz (2.48)
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2.3. Estimacion de esfuerzos

En esta seccidén se muestran las condiciones de esfuerzos para la ecuacion de flujo de
material desagregado suponiendo que los esfuerzos normales se definen positivo en compre-
sién como se muestra en la Figura La profundidad promedio también implica que el
esfuerzo normal total (la suma de los esfuerzos normales de sélidos y fluido) en la direccion

z equilibra el peso de la mezcla en el componente z.

Os(22) + Of(zz) = PYz (h - 2) (249)

La Ecuacion a su vez, lleva a las expresiones para el esfuerzo normal total en el

lecho y para el esfuerzo normal total promediado en la profundidad en la direcciéon z,

o-s(zz)‘ZZO + Uf(zz)|z=0 = pg:h (250)

_ _ 1 [h 1 (h 1 [h
Os(22) T Of(zz) = h/() pg: (h—z)dz :h/O pgzhdz — h/o pg=zdz

z=h z=h

1 2
— 57922
0 2h

1
= —pg:hz
h : z=0

— 1 2 1 9
=pg-(h) — pg-(0) thgz(h) +2hpgz(0)

1
=pg-h — §pgzh
1
=5P9:h (2.51)

2.3.1. Estimaciéon de esfuerzos de la fase sélida

En los flujos granulares muy rapidos, el transporte de momentum puede ser dominado
por breves colisiones en lugar de prolongados contactos de friccion intergranular (Savagel
1984). Por otro lado, algunos valores tabulados muestran que muchos de los flujos geofisicos
probablemente caen dentro del régimen dominado por la friccién en lugar de ser dominado
por el régimen de colision (Iverson and Denlinger, 2001)).

La influencia de la friccion de Coulomb y la colision de granos en flujos de material
desagregado impulsado por la gravedad se puede evaluar utilizando un criterio numérico
identificado por Savage, (1984])). Este criterio distingue los regimenes de flujo sobre la base de

un parametro adimensional, Ng, que caracteriza el esfuerzo en flujos constantes y uniformes.
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Capitulo 2. Modelacion mateméatica de flujos de material desagregado

Figura 2.4: Definicién del sistema de coordenadas local y convenios de signos utilizados
para calcular los esfuerzos y las velocidades. La coordenada z es un vector normal dirigido
hacia el lecho. Las coordenadas = y y estan orientados ortogonalmente pero de una manera
arbitraria al plano normal z. Los componentes de esfuerzos normal (indicadas por flechas
discontinuas) son positivos a compresion, y ambos componentes de esfuerzo cortante y
normal son positivos cuando esté orientado como se muestra aqui (Iverson and Denlinger,

2001)).

2262

psYo
Ng=-—271— 2.52
(ps — pp)gH (2:52)

donde ps y py son las densidades de masa de los granos sélidos y fluido intergranular,
respectivamente, 7 es la tasa de deformaciéon por corte, § es el didmetro de grano, g es la
magnitud de la aceleracién gravitacional, y H es la profundidad del flujo. Entonces, Ng
representan la proporcion de esfuerzos por colision de granos a esfuerzos de contacto que
producen friccion de Coulomb. Por ejemplo, si Ng > 1,0 corresponde a un estado fluidizado
de la mezcla en la que los esfuerzos de colision de granos pueden afectar significativamente
la dindmica de flujo. Si Ng < 1,0, la fricciéon de Coulomb puede superar todas las otras

formas de corte (Iverson, (1997).

Bagnold (1954) evaluo el papel de los esfuerzos de fluidos viscosos en mezclas granulares.
Esta evaluacién distingue la contribucién de esfuerzos por colisiéon de granos y el esfuerzo

viscoso con un parametro adimensional Npg, definido como:

1/3 2z,
Ns PsY0
Np = 2.53
v <ni/3_n;/3) p (259

donde ng es la fraccién de volumen de los s6lidos granulares, n, es el valor méximo de
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ng, y p es la viscosidad del fluido intergranular. Por ejemplo, Np < 40 indica que el régimen
“macroviscoso” domina los esfuerzos del flujo. Si Np > 450 indica que el régimen de flujo
es dominado por colisiones (Iverson, [1997).

Para flujos delgados y rapidos en pendientes pronunciadas, altas tasas de deformacion
hacen que Ng y Np sean moderadamente grandes. Los valores pequenos de Ng y Np indican
que las colisiones probablemente transmiten fuerzas insignificantes en tales flujos y que la
friccion y viscosidad dominan el flujo. Valores tabulados de Ng y Np indican que muchos
flujos geofisicos probablemente son dominados por la fricciéon en lugar de ser dominado por
las colisiones, porque Ng tiene valores del orden de 1077, 107* y Np del orden de 1073
(Iverson and Denlinger} 2001).

La presion de poros del fluido integranular influencia la friccion de Coulomb en la
deformacion de masas granulares y pueden diferir de la presion de equilibrio constante
supuesto en la Ecuacion Algunos calculos y datos indican que el principio de esfuerzo
efectivo de Terzaghi (1936) puede describir estos efectos de la presion de poros, incluso si
las deformaciones son grandes y moderadamente rapidas (Iverson and Denlinger} 2001)). La

ecuaciéon de Coulomb con efectos de la presiéon de poros se puede expresar de varias formas.

Tyield = (Oyieta — P)tan ¢ + ¢ (2.54)
Tmax = (Umean - P) sin ¢ + ccos ¢ (255)

2
(o2 — 0
[< T yy) o

donde 7 es el esfuerzo de corte intergranular, o es el esfuerzo total normal de compre-

1/2

_ [(%2%) T P] sin ¢ + ¢ cos é (2.56)

sion, P es la presion de poros del fluido, ¢ es el angulo de friccion intergranular de Coulomb,
c es la cohesiéon intergranular, y o — P es el esfuerzo efectivo intergranular. Los subindi-
ces yield, max y mean denotan si los esfuerzos actian en planos de fluencia (Ecuacion
, sobre planos de maximos esfuerzos de corte y esfuerzos normales medios (Ecuacion
, respectivamente, o sobre planos arbitrarios definidos por un sistema de coordenadas
rectangulares (Ecuacion

Por lo tanto, se supone que la evaluacién de los esfuerzos que se producen entre los

solidos obedece a la ecuacion de Coulomb (Ecuaciones [2.54] 2.55]y [2.56]). Debido a la gran

deformacion de los solidos se supone que las reglas de Coulomb no tienen cohesion (i.e.,
¢ = 0). Esta suposicion es generalmente apropiada para solidos granulares sometidos a
grandes deformaciones que rompen las uniones cohesivas.

Para simplificar la formulaciéon y hacerla comparable a la mecanica de suelos convencio-

nal, se define el esfuerzo del fluido como Ty = IP +nT}, , , donde I es el tensor identidad,
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Capitulo 2. Modelacion mateméatica de flujos de material desagregado

P es la presion de poros del fluido, n; es la fraccion de volumen de fluido y Ty, es el
esfuerzo viscoso del fluido. También se iguala los esfuerzos de los sélidos y los esfuerzos
efectivos, Ty = T,.. Entonces la definicién de los esfuerzos totales de la mezcla es dada como
Ts+ Ty =T, + 1P+ ngTy.

Para evaluar los esfuerzos, es necesario reemplazar los esfuerzos de los sélidos en las
Ecuaciones y por los esfuerzos normal y de corte basal promediados en la profun-
didad obtenidos por la integracion en el lado derecho de las Ecuaciones 2.47] y [2:48]

_ / h (805(””) L I | aTS(Zm)) gz = M0star) | OMTatye) | - (2.57)
0

Ox oy 0z Ox oy Ts(2x) ‘ZZO

h 881} a S 682’ 8h_51‘ ah_s
_/ < To(ey) | 9s(wy) T<y>>dzz o) T ] (258)
0

Ox oy 0z Oz oy

Las ecuaciones y utilizan una aproximaciéon de “placa uniforme”, que supone
que los esfuerzos en cualquier punto y tiempo (z,y, z,t) dependen solamente del espesor
local h(z,y,t) y no depende del gradiente del espesor (0h/0x and Oh/0y).

El esfuerzo normal integrado en la profundidad promedio G(,4) ¥ Ts(yy) €n la direccion
x 'y y, respectivamente, es relacionado con el esfuerzo normal en la direcciéon z promediado
en la profundidad o,y por el uso de un coeficiente lateral de esfuerzos, kg /pqs, derivado
de la teorfa de Coulomb. Este coeficiente escalar asegura invariancia en el plano z —y y

preserva la simetria de los esfuerzos 7,(,q) = Tg(sy) (Iverson and Denlinger, 2001).

Os(zz) = Os(yy) = kact/pasa-s(zz) (2.59)

donde el coeficiente de presion lateral de tierras es descrito por Savage and Hutter| (1989)

(Seccion Ecuacion [2.80)). Volviendo a la Ecuacién 2.51]

_ 1 _
Os(22) = §pgzh — O f(z2) (260)

Por el reemplazo de la Ecuacion [2.60] en [2.59

_ _ 1 _
Os(xx) = Os(yy) — kact/pas (2pgzh - Uf(zz)) (261)

Para encontrar el esfuerzo normal del fluido promediado en la profundidad o,y que
aparece en la ecuacién (identificado como la presion de poros del fluido), se supone que
la presion de poros del fluido varia linealmente desde un valor maximo en la base del flujo
(Ppeq) hasta cero en la superficie libre (i.e., presion atmosférica), por lo tanto, la integracion

entre estos dos limites
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2.3. Estimacion de esfuerzos

_ I 1 1
Tf(z2) = 0 Of(2z)d2z = B Uf(zz)’zzo = §Pbed (2.62)

donde P es la presion de poros en el lecho del flujo. La suposicion de la variacion lineal
de la presiéon del fluido también permite expresar la presion del fluido como una fraccion A

del esfuerzo normal total basal.

Prea = Apg:h (2.63)

Por lo tanto, si A = 1 indica que el esfuerzo efectivo basal es cero o que el suelo se

encuentra en un completo estado de licuacion (Figura [2.5)).

- Ty,

<)
e <
NS, <0
RS (1 4",}0‘6‘
/ 4 X\
JORREXPOY,

Figura 2.5: Fraccion de presion de poros.

Combinando las Ecuaciones [2.61] [2.62] y 2.63]

_ _ 1 1 1
Os(zx) = Os(yy) — k;act/pas (Epgzh - 5)‘pgzh) = kact/pas |:§pgzh’(1 - )‘):| (264)

La Ecuacién describe el esfuerzo efectivo intergranular [0, = Os(za) = O(zz)—0 f(m)].

Esto implica que G4(;4) ¥ G4(y,y) actiian sobre planos conjugados de méximo corte, como se

demuestra en [2.55] y

Con el objetivo de derivar una expresion para los esfuerzos cortantes transversales de
los s0lidos Ty(yz) ¥ Ts(yz), S€ combinan las Ecuaciones y de la siguiente manera:

Ts(yx) = 7ts(acy) = (U(xx) - P) Sin Gint = 63(9%) Sin @jnt
_ 1 ‘
= —Ssgn (a_y) {kact/pas |:§pgzh(1 - )‘):| } Sin gint (265)
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donde el factor —sgn (0u/0y) designa la funcion signo (+ o —) opuesto al argumento
0u/dy, asegurando que los esfuerzos cortantes se oponen a la deformacioén por corte en el
plano =z — y.

La evaluacion de esfuerzos cortantes de los sblidos en el lecho se obtiene mediante la
combinacién de las Ecuaciones 2.50] 2.54] y [2.63]

TS(Z@‘Z:O = —Ssgn (’L_L) [szh(l - )‘)] tan ¢b6d (266)

donde el factor —sgn(u) que asegura que el esfuerzo basal de Coulomb es opuesto al

deslizamiento basal.

’

+ eola  CU€rPO de lodo
Il q licuado
¢ aguada frente de

grano grueso

Figura 2.6: Corte longitudinal esquematico de un flujo de material desagregado que des-
ciende por una pendiente curvilinea, se ilustra el sistema de coordenadas local y variables
dependientes. El componente x de curvatura del lecho se especifica por el radio de curvatura
local 7, (Iverson and Denlinger] 2001).

La resistencia debida a la friccion basal es modificada por cambios en la pendiente
del lecho que afectan el peso aparente de la masa en movimiento (Figura [2.6)). La accion-
reaccion en el lecho también aumenta localmente el esfuerzo normal al lecho por una can-

tidad (phw?)/ry, donde 7, es el radio local de curvatura del lecho en la direccion = y @2 /r,

es asociado con la aceleracion centripeta (Iverson and Denlinger, 2001). Asi, la resistencia

por friccién en el lecho es dada como
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9
Ts(zx)’Z:() = —sgn (ﬂ) |:pgzh(1 - >‘) (1 + . >:| tan gpeq (267)

Tx9z

La Ecuacion [2.67] se puede reducir a [2.66] en el limite cuando r, — oo, aplicable a
topografia planas. Esto se aplica tanto a lechos concavos con curvatura positiva (r, > 0)

como a lechos convexos con curvatura negativa (r; < 0) (Iverson and Denlinger} 2001]).

2.3.2. Estimacion de esfuerzos de la fase fluida

Para evaluar los esfuerzos de la fase fluida se supone que el fluido tiene un compor-
tamiento Newtoniano. Los esfuerzos del fluido incluyen tanto un componente de presién
isotrépica que no depende de la deformacion viscosa como un componente viscoso desvia-
dor. Al tomar los términos de disipaciéon de energia de las ecuaciones de Navier-Stokes
para fluidos Newtonianos incompresibles con el fin de representar los esfuerzos debido a la

componente de fluido de la mezcla, se tiene que

" (091w | OTpya) | OTy(ea) "[op Pu Pu Ou
_/0< or T oy | oz )dz—‘/o [a;n_”f“<ax2+ag/2+az2>]d’z

(2.68)

La fraccién de volumen de fluido ny multiplica a la viscosidad del fluido i, porque sélo
esta fracciéon de la mezcla produce esfuerzos viscosos. Con el supuesto de que la presion del
fluido varia linealmente desde un méximo en el lecho Py.4 hasta cero en la superficie libre,

y usando el teorema de Leibniz, la presién se integra, de modo que

hop o " oh 00 g " oh
=, axdz—‘ax/() Pd”P“)agc‘P(O)ax—‘ax/O b=+ Ph)5
OhP oh oh oP oh oP
=g TP, = Py Thgy TPG, = —hy
OPpyeq
~h=" (2.69)

Del mismo modo, los términos derivados de velocidad son interpretados por el teorema

de Leibniz y el teorema del valor medio para integrales.
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/Oh nfﬂgzgdz = nsp :;; /Oh udz — u(h)g:; - 232(;) gij
o[ -2
- _hgj; 200 GO iy T p ) g’;]
=nfu _hg; + 2%(@ — u(h))% + (u — u(h))gif;] (2.70)

donde u(h) especifica el valor de u en la superficie del fluyjo. Mediante el uso de la
misma aproximacion “placa uniforme” (0h/0x = 0) utilizado para derivar las ecuaciones
de esfuerzos de Coulomb, como se muestra en la Seccion 2.3.1] la Ecuacion 2.70] puede ser

reducida a

h 0%*u 0%*u
/0 nf,u@d nf,uha 5 (2.71)

La misma simplificacién reduce la ecuacién analoga para 0%v/0y? a

h 2 2
0%u 0%u
— 2.72
/0 ”f“agﬂd nf,uha 5 (2.72)

El término final de esfuerzo viscoso se puede integrar directamente como se muestra en
la Ecuacién m (Denlinger and Iverson, [2001)).

[ =g (2
TR TR B,

La forma de la Ecuacion resulta de suponer una condicién de frontera basal an-

_ Ou
L Oz

) = —3npuh~ (2.73)
2=0 h

tideslizante para el flujo del fluido y un perfil de velocidad parabélico en la direccién z
(Denlinger and Iversonl, 2001). Con la combinacién de las Ecuaciones 2.69] .71} .72y R.73

se tiene la ecuacion que representa el esfuerzo del fluido en la Ecuacién [2.68

M (00 () | OTiya) | OTj(ex) O Pred 02 02
_/0 ( o + oy + 95 )dz-—h I +n f,uha2+nf,uh82+ 3nf,uhﬁ

(2.74)

Y una expresion analoga para la direccién y.
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B / (7w | O | OTren) g, O 0% 90 0
0 ox dy 0z

2.3.3. Evaluacién de la presion de poros

La escala de tiempo para la disminucién de la presion de poros se define por el cociente
de un coeficiente de difusiéon de la presién de poros y el cuadrado de la longitud de la
trayectoria de drenaje caracteristica. Mediciones y modelaciones hechas por [Major and
Iverson| (1999) muestra que el drenaje es predominantemente vertical en depositos de flujo
de material desagregado que tienen longitudes y anchos que superan el espesor h. Asi, la
longitud de la trayectoria de drenaje caracteristica es h (Iverson, |1997).

Iverson and Denlinger| (2001) infieren que la presion de poros del fluido basal se advecta
de forma pasiva con el flujo en las direcciones x y y y la presiéon de poro se difunde de forma
simultanea en la direccién z debido a la consolidacién mezcla dependiente del tiempo. La

presion de poros obedece una ecuaciéon de adveccién-difusion.

0P 0P 0P 9P
bed +@ bed +7 bed - D

(2.76)
ot Ox oy 022 | }ou

donde D es la difusividad de la presién de poros de la mezcla grano-fluido y el término
difusivo que involucra 92P/02z% se evaltia en el lecho. La disipacién final de la presion
de poros en flujos saturados resulta del drenaje gravitacional y al final se produce una
presion menor a la atmosférica (Iverson, [1997). Con esto, los términos advectivos de la
Ecuacion se pueden suponer como cero. Asi, la solucion de la ecuacion de difusion en
la direccién z se puede obtener facilmente mediante la adaptacion de una solucion de la
ecuacion de transporte de calor dada por [Carslaw and Jaeger| (1959) (Ecuacion , sujeta
a las condiciones iniciales y de contorno dadas por la Ecuacién tal como se presenta

en |[verson and Denlinger| (2001)).

oP o’pP
bed bed
oP
P(Z7 O) = /i[pgz(h - Z)]7 a(oat) =0, P(hat) =0 (278)

La condicion inicial, especifica que la presion de poros es igual a una fraccion ke[k =
0,x = 1] del esfuerzos normal total en cada profundidad z (Iverson and Denlinger] 2001).
Las condiciones de contorno especifican que la difusiéon de la presion de poros se dirige lejos

del lecho (z = 0) y hacia la superficie libre (¢ = h), donde la presion del fluido es cero
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(Iverson and Denlinger, 2001)). Debido a que el modelo se integra en la profundidad, se
evaltia la presion del fluido de poros sblo en el lecho (Pyeq). Mediante la evaluacion de la

solucion de Pyeq en el lecho (donde z = 0) se obtiene

[Z):Z —A=x {1 — 22 [(—1)"erfc ((Zn + 1)\/1%)] } (2.79)

donde A es definida por la Ecuaciéon D es la difusividad hidraulica que gobierna la
disipacion de la presion de poros del fluido. La Ecuacion 2.79 permite describir que, cuando
el tiempo tiende a cero, el valor de la presion de poros es méaximo para el flujo en funciéon
de k. Mientras que, si el tiempo tiende a infinito, la presion de poros se ha reducida a cero,
causado por el coeficiente de difusion. En la Figura se presenta el cilculo de la Ecuacion

2.79 para los primeros 1000 términos de la serie infinita.
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Figura 2.7: Distribucién de presién de poros basal normalizado pronosticado por la Ecuacién
La linea continua representa los primeros 1000 términos de la solucién y la linea
punteada los primeros términos de la serie (Iverson and Denlinger, [2001)).

2.3.4. Coeficiente de presiéon lateral de tierras

Savage and Hutter| (1989)) construyeron el coeficiente de presion lateral de tierras me-
diante el uso del circulo de Mohr, suponiendo que un estado de esfuerzos activo y pasivo se
desarrolla dependiendo de si un elemento de material esta siendo alargado o comprimido
en la direccién paralela al lecho. Por lo tanto, los esfuerzos normales y paralelos al angulo

medio de inclinacién pueden estar relacionados mediante el uso de un coeficiente de empuje
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dado por

1+ [1 — c08? it (1 + tan? ¢bed)] 2

cos” Gint

Kact /pas = 2 1 (2.80)

donde ¢jnt v @dpeq son los dngulos de friccidon interna del material que fluye y del lecho,
respectivamente. El coeficiente de presion lateral de tierra k,q/p.s se puede hallar con
las velocidades sobre los puntos adyacentes con una definicion de activo (signo positivo) o

pasivo (signo negativo) segtn si el movimiento pendiente abajo es de dilatacién o compresion

dado por la Ecuacién

kac 9 i a a ,8 a 0,
kact/pas :{ ' ” U/ v U/ v (281)

kpas, siOu/0x,0v/0y <0,

Si el lecho tiene una méaxima rugosidad, en cuyo caso ¢peq = Gint, €l coeficiente de

presion lateral de tierra se puede describir como

0= knat — 1 + Sin2 d)int

2.82
1- Sin2 d)int ( )

kact/pas =k

La EcuaCiOnMpermite encontrar el ky = k™ (Figura como un punto medio entre
los coeficiente activo y pasivo, indicando que un bloque de material de Coulomb se puede
mover pendiente abajo con divergencia de velocidad cero (que no implica adelgazamiento o
engrosamiento) solo si el angulo de friccion del lecho es igual al dngulo de friccion interna

(Iverson and Denlinger} 2001).

2.3.4.1. Regularizacion del coeficiente de presion lateral de tierras

La teoria de|[Savage and Hutter (1989)) para avalanchas granulares supone que el material
granular esta en cualquiera de los dos estados de esfuerzos limites, dependiendo de si la masa
se contrae o se dilata. Esta transicién puede generar discontinuidades en esfuerzos entre
regiones convergente y divergentes (i.e., contraccion o dilatacion) lo que necesariamente
implica que hay un salto en la velocidad de la avalancha y /o su espesor (Tai and Gray, |[1998]).
Estas discontinuidades introducidas sobre todo en la velocidad desestabilizan la solucién
numeérica dada por el método penalizado de multidominios espectrales (Secciéon , por lo
tanto, es necesario hacer uso de un esquema de regularizacion para el coeficiente de presion
lateral de tierra como el que se presenta en Tai and Gray| (1998).

La regularizacion del coeficiente de presion lateral de tierras se puede hacer mediante
la introduccién de una transicién suave entre los diferentes limites de estados de esfuerzos
(Figura . Para grandes pendientes de convergencia kyei/pes S€ acerca kpqs y grandes

pendientes de divergencia kycs/pes S€ aproxima a kget.
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5 :
Regularizado

S A N x(act/pas)

—k Continuo a trozos ||
x(act/pas)

3.50 |

x(act/pas)

k

Figura 2.8: Presion lateral de tierra regularizado por la introduccién de una funciéon que
decrece monotonicamente con la divergencia de la velocidad du/0x.

Existe una transicién suave que decrece monoétonicamente entre estos dos estados limi-

tantes, que cruza du/dx = 0 en la linea k = ky,. Tail and Gray| (1998) presenta un

Lact/pas
coeficiente lateral de tierra modificado definido como:

(kxact + kxpas) (kxact - kwpas)

kxact/pas = 2 + A ) (283)
(kyuct + kypas) (kyact - kypas)
kyact/pas = 2 + B 2 (284)

donde las funciones A y B son dependientes del gradiente de velocidad du/0z y dv/0y,

respectivamente. Estas funciones se describen como,

Ao [ (0u/0x) — (Ou/0x()]
V14 [6(0u/0x) - (9u/do))
_ _ [¥(9v/8y) — (0v/0yo)] (2.86)
V14 [6(00/dy) — (90/yo)]

(2.85)

B

(2.87)

donde v determina la pendiente de la transicion. Las variables Ou/0x y dv/dy se eligen
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de manera que el origen kg, ... |oujoz=0 = Kz ¥ Ky, /pas| 9v/dy=0 = ky,, indicando que

ou —AO
_— = 2.88
0w~ I 25
—-B
S B (2.89)
Yo (1- B}
donde
(2kzy — kzyoy — Kazpas)
Ay — act — Popas (2.90)
(kl’act - kl’pas)
2ky, — ky,., — k
BO — ( Yo Yact ypas) <291)

(kyact - kypas)

Un punto natural entre el estado de esfuerzos activo y pasivo se da cuando el coeficiente

de empuje cruza el origen en

kpy = kM = 2sec? iy — 1 (2.92)

donde kg < k;ff“t < Epas ¥ kact < k‘gat < kpas para todos los valores de los angulos
de friccion interna. Utilizar el coeficiente de presion lateral de tierra regularizado propor-
ciona estabilidad a la solucién numérica dada por el método penalizado de multidominios
espectrales (ver Seccion , a diferencia de utilizar el coeficiente de presiéon lateral como
funcion discontinua (Ecuacion .

2.4. Ecuaciones de gobierno

En esta seccion se presentan de forma resumida la ecuaciones integradas en la pro-
fundidad de flujos de material desagregado que se obtuvieron a partir de los desarrollos
presentados en las Secciones y y que tienen en cuenta los esfuerzos de los solidos y

el fluido se pueden escribir como:

Oh N ohu N ohv
ot Ox oy

=0 (2.93)
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p(ahu ohu? Ohvu u2

— U H
o Tt 5y > = —sgn () {pgzh — Preg (1 + o ﬂ tan dpea — 3nypo

9z
9 0Pped 0*u
- X z - PE — — -
hk act/pas 8.1‘ (pg h b d) h ax nf/lhax2
ou 9 . 0*u
—sgn (ay> hkxact/pw% (pgzh - Pbed) sin @jne + nfuhaiyz
+pgzh
(2.94)

Oht Ohuv OhV? T2 T
= - v z _Pe 1 ed — 7
p( 5 + E + 3y ) sgn (v) [pg h bd( +7" )} tan gpeqg 3nf,uh

y9z
9 0Pped 0°v
_hkyact/pas@ (pgzh - Pb@d) - h ay - nf/l/hain
9v 9 . v
—sgn (81’) hk‘yact/pasaiy (pgzh — Pbed) Sin ¢ins + nfuhw
+pgyh
(2.95)

donde u y v son las velocidades horizontales promedio en la direcciéon x y y, respecti-
vamente, h es el espesor del flujo, v ¢ es la constante gravitacional. Los términos del lado
derecho de las Ecuaciones y se agrupan de acuerdo al tipo de esfuerzo: la primer
linea representa el esfuerzo cortante basal, la segunda linea representa el esfuerzo normal
longitudinal, la tercera linea representa el esfuerzo cortante transversal y la cuarta linea
representa la fuerza que impulsa el flujo debido a la gravedad. El desarrollo de cada uno de

estos términos de esfuerzos tanto de los sélidos como del fluido se presentan detalladamente

en las Secciones y respectivamente.

2.5. Componente gravitacional

Las ecuaciones de flujos de detritos integradas en la profundidad son escritas en términos
de un sistema de coordenadas cartesiano, ortogonal y local en donde la coordenada z es
normal a cada trozo del plano sobre el cual la masa desciende. Para un caso de prueba que
se presenta en la Seccion donde se tiene una plano inclinado, los componentes de la
aceleracion gravitacional en la direccién longitudinal, transversal y normal, respectivamente,

se describen como:

ge =gsinf, ¢g,=0, g,=—gcosl (2.96)

30



2.5. Componente gravitacional

Figura 2.9: Componentes de la aceleracion gravitacional en las direcciones x y z, normal al
plano sobre el cual la masa desciende.

La descomposicién de los componentes gravitacionales es muy importante ya que si se
trata del componente vertical de la gravedad (i.e., g,) hace que a partir de la condicion
inicial el material pueda caer y redistribuirse en el espacio computacional. Los componentes
horizontales de la gravedad (i.e., g, y gy) impulsan el material predominantemente en
una direccion horizontal (Figura . La importancia que tiene esta descomposicion de la

gravedad se puede apreciar de forma maés clara en el Capitulo
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2.6. Discusion

La integracion de las ecuaciones de conservaciéon de masa y momentum reduce el ni-
mero de dimensiones espaciales de tres a dos, para lo cual es necesario suponer que el
esfuerzo normal basal es hidrostatico, llegando asi a la teoria de aguas someras. En los
flujos de material desagregado el estado de esfuerzos puede diferir significativamente del
estado hidrostético debido a que la aceleraciéon vertical puede cambiar el peso de una masa
de material desagregado en movimiento. Para tratar de corregir esta falencia, Denlinger and
Iverson| (2004) describe una manera de estimar la velocidad vertical media, promediando
las velocidades u y v entre la superficie y el lecho.

El uso de un coeficiente de presion lateral de tierras regularizado constante, indica que
un bloque de material se mueve pendiente abajo sin divergencia de velocidad, es decir, sin
la presencia de adelgazamientos o engrosamientos en el espesor del flujo. Este coeficiente
dnico puede no ser la implementaciéon més apropiada desde el punto de vista fisico, ya
que la velocidad puede cambiar de un punto a otro de forma considerable como muestra
Pudasaini et al. (2005) en algunos experimentos.

En la regularizacion del coeficiente de presiéon lateral de tierras discontinuo se utiliza un
factor ¥ que determina la pendiente de la funcién de transicion. En este trabajo se empled
un valor de 1 de modo que la transicién entre los dos estados de esfuerzos, activo y pasivo,
fuese lo menos abrupto posible con el fin de asegurar la estabilidad de la solucién. Esto
crea la necesidad de saber que tan pronunciada debe ser la pendiente de la transiciéon entre
los dos estados de esfuerzos. Indicios de respuestas a la pregunta generada anteriormente
pueden darse mediante la experimentacion y medicién del campo de velocidades en el plano
como se hace en Pudasaini et al.| (2005), donde se muestra con el uso de la técnica llamada
“particle image velocimetry” los cambios abruptos de velocidad que se pueden presentar de
un punto a otro para flujos granulares.

La integracion en la profundidad de las ecuaciones de conservaciéon y el uso del coefi-
ciente de presion lateral de tierras evita el céalculo del tensor de esfuerzos, de modo que
facilita la solucion del conjunto de ecuaciones y reduce el tiempo computacional requerido
para obtener dicha solucién. Los trabajos presentados por Denlinger and Iverson| (2004)) y
Hutter et al.| (2005) incluyen algunos términos para evaluar la influencia de la velocidad
vertical, calcular los esfuerzos de Coulomb conjugados a los desplazamientos en el espacio
tridimensional de esfuerzos y utilizan un factor de correccion de momentum que cambia
la distribuciéon de material desagregado en el espacio y el tiempo. Estas consideraciones
adicionales implican que un modelo bidimensional no es suficiente para obtener una optima
prediccion de este tipo de flujos, indicando que los supuestos planteados en este tipo de

ecuaciones son lo suficientemente importantes para evitar conseguir una prediccién precisa.
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Capitulo 3

Modelacion analitica de flujos de

material desagregado

La solucion analitica de la Ecuacion [2.94] se puede obtener para una masa de mezcla
de Coulomb homogénea con un espesor uniforme (h = H) que viaja pendiente abajo sin
gradiente de velocidad en la direccion z y y (i.e., la velocidad varia solo con el tiempo y
no con el espacio). La presion de poros es constante en el tiempo y el espacio, y el terreno
es un plano inclinado. La ecuaciéon de momentum promediada en la profundidad (Ecuacion

, se reduce a una ecuacion lineal que describe el movimiento traslacional de la masa.
dHwu
Prat

La Ecuacién se expande mediante el uso de la regla de la derivada de un producto

T
= — (pg:H — Pheq) tan peq — Snpurr + pgeH (3.1)

sobre el termino de la derivada local.

du  _dH [
pH 7+ pi— = = (pg:H — Phea) tan dpea — 3nguor + pgH (3.2)
Ya que se supone un espesor constante (H), entonces el segundo término del lado

izquierdo de la ecuacion [3.2] se pueden despreciar.

du u
PH% = —(pg-H — Poca) tan ped — 3”fﬂﬁ + pg-H (3.3)
du u
p[—[E = —pg, H tan ¢peq + A\pg. H tan ¢peq — 3nf,UJE + pg.H (3'4)

Dividiendo la ecuacién entre pH:

du Ny _
E = —3: (1 )\) tan (z)bed 3@71 + 9z (35)
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Reagrupando términos

du  ngp_
I + 3#u = —g, (1 — \)tan ¢peq + g (3.6)

Se normaliza por la divisién entre g, .
1 du Ny Gz

- T=22—(1=-\t . 3.7
godt gt g, (TNt (3.7)

Por el reemplazo de g,/g, = tané en la Ecuacion se obtiene:

1 du ng _

gt g T tand = (1= N tand 9
1 du
S L (3.9)

g. dt — pg.H?
O = tanf — (1 — \) tan @peq, es el pardmetro que representa la fuerza gravitacional
normalizada menos la resistencia debida a la friccion basal de Coulomb. Ademaéas, © es
constante si la relacion de la presion de poros A, el angulo del talud 6 y el angulo de friccion
¢req son constantes (Iverson and Denlinger, 2001)).
du g _

—+3—==u=g,0 3.10

3.1. Solucién analitica para la velocidad

Con el objetivo de solucionar la Ecuacién (ecuacion diferencial ordinaria de primer

orden) los parametros constantes son agrupados de la siguiente manera:

entonces,
di
di: +al = (3.12)
di
dit‘ =b—au (3.13)

La Ecuacion se puede solucionar integrando con el método de separacion de varia-

bles. Reescribiendo la Ecuacion [3:13]y separando las variables.

du

b—au

= dt (3.14)
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Ahora la Ecuacion es integrada

/bﬁu :/dt (3.15)

1
—-In(b—an) =t+C (3.16)
b—at=e Ce @ (3.17)
b—atu= Ae” ™ (3.18)

a

donde la nueva constante A es la magnitud e~ y el mismo signo (+) que (b — a).
Mediante la solucién de la Ecuaciéon se obtiene la wvelocidad instantanea del flujo de
material desagregado, que describe el comportamiento del centro de masa en un tiempo
especifico.
U= b_ ée—°“f (3.19)
a a

Para encontrar el valor de la constante A, es necesario reemplazar las condiciones ini-
ciales w = up y t = Os en la solucion general (Ecuacion (3.19).
Ug = — — —e (3.20)

A =b— aup (3.21)

El valor de la constante A (Ecuacion [3.21)), se reemplaza en la Ecuacion

T = é _ me—at (3.22)
a a
g=2_ 0 + e (3.23)
a
g2 (1—e ) +upe (3.24)
a

Reemplazando las constantes a y b (Ecuaciones [3.11)) en la Ecuacion

_(3nf® _(3nf*
a= Lo (1= (5 e (5 (3.25)
SW

Finalmente, por la integracion de la Ecuacion [3.10] se obtiene la solucién analitica.
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La Ecuacioén [3.26] es la ecuacion de velocidad instantanea del centro de masa del flujo de

material desagregado.

2
pot2 [ ()

u=—-—"—"—06

—t PH2
+ﬂoe< /3"f“) (3.26)
Ingu

Si los esfuerzos generados en las fronteras laterales son insignificantes comparados con
los esfuerzos basales, la Ecuacién describe el movimiento del centro de masa de un
cuerpo en deformacion asi como un cuerpo en traslacion. Entonces, incluso si © varfa como
una funcion arbitraria de la posicion y el tiempo, la Ecuacion [3.26] se puede usar como
una base para el calculo paso a paso del movimiento del centro de masa de la mezcla de

Coulomb ya sea con A constante o variable (Hutchinson, 1986).

3.2. Solucién analitica para la posicién espacial

Para encontrar la posicién del flujo de material desagregado en un tiempo determinado,

la Ecuacion [3.:24] se reordena y se integra de la siguiente manera.

b b
u=—-—+ <’LLO — > eiat (327)
a a

b 1 b
r = /udt =—t—— (uo - ) e "t c (3.28)
a a a

Para encontrar el valor de la constante ¢, es necesario reemplazar las condiciones iniciales

x =20y t=0 en la solucién general (Ecuacion [3.28]).

b 1 b
— 2(0) = = (T — = ) e—2(0)
xo a(O) . <u0 a> e +c (3.29)
c=x9+ 1 (uo — b) (3.30)
a a

El valor constante ¢ es reemplazado en la Ecuacion [3.28

b 1 b 1 b
r=—t—— <u0 — ) e fayg+ — <u0 — > (3.31)
a a a a a
b 1 b 1 b
r=—t— —Tpe "+ —26_“t +x0 + ~Up — — (3.32)
a a a a a
b 1 1 b b
T =x0+ —t+ —Tuy — —tupe ¥ — = + e (3.33)
a a a a a
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3.2. Solucién analitica para la posicidon espacial

b

b U —a —a
x:xo—{—at—}-;()(l—e t)—ﬁ(l—e " (3.34)

Después de algunas manipulaciones algebraicas se tiene que:

b, 1 b
r=x0+ —t+— (uo — ) (1—e) (3.35)
(4 a a

Reemplazando las constantes a y b en la Ecuacion |3.39)

® 1 . ® —(3Z£2
z =20+ Jrprt + o (Uo— gfw) (1 el PHQ)) (3.36)
pH? pH?

Finalmente, por la integracién de la Ecuacion se obtiene la solucién analitica. La
Ecuacion [3.37] es la ecuacion de desplazamiento instantaneo del centro de masa del flujo de

material desagregado (DIF).

L H? H2 H?
P g4 P [u _ P9 @]

—t PH2
1- e( /3"f“) (3.37)
3ngp 3nru 3nsu

Si © varia como una funcién arbitraria de la posicion y el tiempo, las Ecuaciones

y [3:37 pueden ser empleadas para calcular paso a paso la velocidad y posiciéon del centro
de masa de un flujo de material desagregado. Las Ecuaciones [3.26] y [3.37] son utilizadas
para obtener la velocidad y posiciéon de un caso de prueba y se comparan con la solucién

numeérica en la Seccién 6.2
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Modelacién numérica de flujos de

material desagregado

La solucién numérica de las ecuaciones de gobierno para flujos de material desasgregado
presentadas en la Seccién se puede obtener mediante el uso de una técnica de discre-
tizacion espacial y temporal. Tipicamente se han utilizado métodos de bajo orden como
diferencias finitas, volimenes finitos y elementos finitos para la solucién de este conjunto

de ecuaciones que describen el movimiento de los flujos de material desagregado.

Los primeros intentos por solucionar ecuaciones para flujos de material desagregado fue-
ron dados por |Gray et al.|(1999); [Hutter and Greve|(1993)); Hutter and Koch! (1991); Hutter
et al. (1995); Ouyang et al.| (2013); Savage and Hutter| (1989); Tai et al.| (2002)); [Wieland
et al.[(1999), mediante el uso de diferentes esquemas de diferencias finitas como two-step ex-
plicit finite-difference, MacCormack-TVD y shock-capturing methods [e.g., Non-Oscillatory
Central (NOC) y Essentially Non-Oscillatory (ENO)| (Hutter et al., 2005). Otros trabajos
(Denlinger and Iverson, 2001, 2004; [Koschdon and Schéfer, 2003; [Vollmoller, 2004; Wang
et al., 2004) han generado soluciones con diferentes esquemas de volimenes finitos como,
Godunov, Riemann solver [e.g., Harten-Lax-vanLeer-Contact (HLLC) y Roe] y total varia-
tion diminishing (TVD). También los elementos finitos han sido utilizados para calcular
los esfuerzos de Coulomb conjugado a los desplazamientos en el espacio tridimensional de

esfuerzos (Denlinger and Iverson, 2004]).

Debido a que no se ha reportado el uso de los métodos de alto orden para la solucién
numeérica de las ecuaciones de flujos de material desagregado, en este trabajo soluciona las
ecuaciones hiperbodlicas que describen estos fenémenos con un método de alto orden que se

describe en este capitulo.
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4.1. Métodos espectrales

4.1. Meétodos espectrales

Los métodos espectrales pertenecen a la categoria mas amplia de los métodos de residuos
ponderados, para el que las aproximaciones se definen en términos de expansiones de series.
Muchas ecuaciones de evolucion se pueden escribir de forma general como [Boyd (2001);
Canuto| (20006):

ou

5 = M(u) (4.1)

donde u(x,t) es la variable dependiente, y M (u) es un operador (lineal o no lineal) que
contiene todas las derivadas espaciales de u. La Ecuacion debe ir acompanada con una
condicion inicial u(x,0) y condiciones de contorno adecuadas. La solucién aproximada se

puede representar como |Canuto (2006):

N
u = Zukqﬁk(a:) (4.2)
k=0

donde ¢y (x) se denomina la funcion de prueba (Canutol [2006)).

La diferencia entre los métodos de bajo orden y los métodos de alto orden se encuentra
principalmente en el orden de aproximacién de las funciones de prueba. Las funciones de
prueba para los llamados métodos espectrales clasicos son globales (Canutol 2006)). Los
métodos de elementos finitos, el dominio se divide en pequenos elementos y se especifican
funciones de prueba de bajo orden (i.e., N < 3) en cada elemento. Las funciones de prueba
para métodos de elementos finitos son por lo tanto de caréacter local. Por tanto, los elementos
finitos son adecuados para la manipulacion de geometrias complejas (Canuto, |2006). Los
métodos de diferencias finitas son tipicamente vistos desde una perspectiva de aproximacién
puntual en lugar de una perspectiva de funcién base de prueba. Sin embargo, cuando se
traduce en una formulacién adecuada, las funciones base de prueba de diferencias finitas
son igualmente local (Canuto| 2006).

Los métodos espectrales se distinguen no so6lo por el tipo fundamental del método (Ga-
lerkin, colocacion, Galerkin con integracion numeérica, o tau), sino también por la eleccion
particular de las funciones de prueba (Canutol 2006). La mayor frecuencia funciones de
prueba utilizados son polinomios trigonométricos, polinomios de Chebyshev, y polinomios
de Legendre que son implementados en este trabajo (Canuto, 2006)).

En este trabajo se emplea un método discontinuo de alto orden que consiste en un en-
foque de colocacion de multidominios basados en subdominios discontinuos, rectangulares,
no superpuestos que son conectados de forma débil por las interfaces con un término de
penalizacion (Escobar-Vargas et al., 2012; Hesthaven and Gottlieb], [1996). Esta técnica es

llamada método penalizado de multidominios espectrales y su fundamento se presenta en

39
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la Seccién

4.2. Forma conservativa de las ecuaciones de flujo de material

desagregado

El sistema de ecuaciones de flujo de material desagregado se pueden escribir de forma

conservativa como

9q  OF(q)  9G(q)

ot Ox Oy = S(a) (43)

donde q denota el vector de las variables conservativas, F(q) y G(q) representan los
flujos horizontales en la direccion z y y, respectivamente, y S(q) es el vector que contiene

los términos fuente. Al descomponer este sistema de ecuaciones se tiene

h q1
q=1mz | = | @2 (4 4)
my q3
my Fy
F(q) = | mi/h+ 5 [(1=Nkey e, + A 9202 | = | BaaFo (4.5)
mxmy/h ﬁymFS
My G1
G(q) = mxmy/h = /BxyGQ (46)
mz/h’ + % (1 - A)kyact/pas + Ai| 9z h2 5ny3
0
S(a) = | S; (4.7)
Sy

donde las variables conservativas m, = hu y m, = hv. S; y S, son términos que
contienen las fuerzas de los sélidos y el fluido en la direccion x y y, respectivamente,

encargados de la disipacion de la energia. Los términos que disipan la energia son descritos

por las Ecuaciones [4.§]y
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4.3. Discretizaciéon espacial:
Método penalizado de multidominios espectrales

Inpuu n nsph 0%

00
S = gah — sgn () (1 - A) <92 T ) B R T

ou 5, . nyph 0%
- a_ X a_ 4 1 - in a9 9 4'
sgn <8y> Pk et as 2y [g:h(1 — \)] sin @it + PR (4.8)

3nru®  neph 0%
f:“i_i_ fHR 0TV

0
S, = gyh — sgn () (1= A) (gz +5) B tan G —

Oy p h p Oy?
v 0 i nsph 0*v
=50 (52 ) Py 9L = N sin e+ 12 (1.9

w y v son las velocidades en la direcciéon = y y, respectivamente, que son determinadas
por la definicion de las variables conservativas como @ = my/h, ¥ = my/h, cuando h # 0.
El calculo de w y v son presentados detalladamente en la Seccién 00, /0x y 00,/0y
representan la variacion del dngulo de inclinacién 6 en funcién del espacio, que trata de
capturar el radio de curvatura de la base topogréfica. Los términos de esfuerzos de los
solidos y el fluido son desarrollado de forma detallada en la Seccién

4.3. Discretizaciéon espacial:

Método penalizado de multidominios espectrales

En este trabajo se soluciona el conjunto de ecuaciones de flujos de material desagregado
(Ecuacion con un método numérico en el que el frente de propagacién de onda sea
no disipativo y no dispersivo. Los esquemas basados en elementos discontinuos con un
alto orden de precisiéon son particularmente atractivos para satisfacer estas necesidades
(Escobar-Vargas et all 2012). Estos sistemas combinan la convergencia exponencial, débil
disipacién artificial y la dispersién de los métodos espectrales estandar de un solo dominio
(Boyd, 2001) con la adaptabilidad espacial de las técnicas de elemento-volumenes finitos
clasicos. La técnica de discretizacion espacial llamada método penalizado de multidominios
espectrales (SMPM) cumple con los requerimientos anteriormente planteados |Hesthaven
and Gottlieb| (1996]).

Especificamente, el método penalizado de multidominios espectrales consiste en un en-
foque de colocacién de multiples dominios discontinuos, rectangulares, no superpuestos que
son conectados por un término de penalizacién que asegura la estabilidad de la solucién por
la imposicion de una continuidad débil en las interfaces de los subdominios (Escobar-Vargas
et al.,|2012; [Hesthaven and Gottlieb, [1996)). Teniendo en cuenta las discontinuidades intrin-

secas del método y la union de las interfaces (Figura , la formulacién de este método
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espectral se presentara en dos partes, primero el interior de los subdominios (Seccion {4.3.1)),

y en seguida el tratamiento dado en la interfaces verticales y horizontales (Seccion [4.3.2)).

* 6Inte1'rfaz
: vertical
s PR
Interfaz
horizontal
*
Interior del
subdominio -
Frontera fisica
del do.minio

Figura 4.1: Esquema de discretizaciéon del dominio dividido en subdominios. La linea con-
tinua ancha denota la frontera del dominio computacional, la linea punteada denota la
interfaz vertical, la linea discontinua denota la interfaz horizontal. La estrella denota el

interior de cada subdominio.

4.3.1. Interior de los subdominios

En el interior de cada subdominio cualquier funciéon ¢(zx, y, t) se puede aproximar por
el uso de polinomios de interpolacién de Lagrange de N-ésimo orden sobre una malla de
Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) (Hesthaven and Gottlieb), |1996).

N N
q(z,y,t) =Y > qlwi, yj, i)l (y) (4.10)
i=0 j=0

donde ¢(z;, y;, t) es el valor de la funcion en el punto discreto (x;,v;), v li(x), {;(y)
es el i-ésimo y j-ésimo polinomio de interpolacion de Lagrange basado sobre los nodos de
GLL en las direcciones x y y, respectivamente. Las derivadas espaciales en la direccion z

en el sistema de coordenadas se aproxima como,

Oq(xiyjt)  Oq(xi,yj,t) 06 € &
J = J _— = 87.% kZODikq(mk’yj’t) (411)

ox o0& or
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0¢/0x representa el mapeo del sistema de coordenadas local { € [—1,1] dado por los
puntos de GLL en el sistema de coordenadas global € R, donde se supone que x = z(§)
y & = &(x) con n # n(x). Dy es la matriz de diferenciacion espectral del Legendre que
es calculada como en (Costa and Don| (2000). La n-ésima derivada es aproximada de una

manera similar. Los polinomios de Legendre se presentan detalladamente en el Apéndice

(Al

4.3.2. Tratamiento de las interfaces

La unién de los subdominios discontinuos no superpuestos se da mediante la penalizacion

de los puntos de colocacion localizados a lo largo de las fronteras de cada subdominio (Figura

)

9q  0F(q)  0G(q)

8t+ ox oy =5()
+1Q(x F+q — FT q*
+ mQ(x)|F (q) — F~

(4.12)

donde 7;(i = 1,...,4) es el coeficiente de penalizacion, Q(z) actia como una funciéon
delta Dirac que es diferente de cero solamente en las interfaces de los subdominios donde el
término de penalizacion se activa y F¥(q), G*(q), F*(g*), y G*(g*) representan los flujos
positivos y negativos en los puntos de la malla sobre las interfaces de los subdominios (x
indica el punto correspondiente sobre la interfaz vecina) sobre el subdomino bajo conside-
racion (Escobar-Vargas et al.,2012). En un sentido general, los coeficientes de penalizacion
se pueden ver como factores de peso para los flujos positivos y negativos a través de las

interfaces (Escobar-Vargas et al., 2012]).

La forma penalizada de las ecuaciones de flujo de material desagregado se presentan
para el caso de mallas cuadrilateras estructuradas con subdominios rectangulares, donde el
tratamiento para las interfaces verticales se determina por los flujos horizontales 0F/0x, y
para las interfaces horizontales por los flujos verticales 9G/dy. Embebidos en los coeficientes
de penalizacion 7; (i = 1,...,4) estan los factores de mapeo para permitir la coherencia en

unidades entre los diferentes términos de la Ecuaciéon {121
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Unidén

Figura 4.2: Unién de 4 subdominios discontinuos.

4.3.2.1. Interfaces verticales

La Figura presenta un esquema de las interfaces verticales entre los subdominios I y
II, donde L o R representa cualquier punto de colocacion en los bordes izquierdo y derecho
de la interfaz. La forma penalizada de las ecuaciones de flujo de material desagregado para

un punto localizado en el borde izquierdo de la interfaz es,

gt oFL oGl

or T ar T oy = S(@)" + nQL(F)" — (FNH + nQr[(F)E — (F7)F (4.13)

Para un punto a lo largo del borde derecho de la interfaz, la forma penalizada es

oq"  OFR  9GR

ot T o T oy S()® + msQr[(FHE — (FYOH + 6Qr[(F)E — (F)H]  (4.14)

En la Ecuaciéon [4.14] 75 v 7¢ es el correspondiente coeficiente de penalizacion para el

borde derecho de la interfaz.

I Le IR 1T

Figura 4.3: Interfaz vertical (Escobar-Vargas et al., 2012).
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4.3.2.2. Interfaces horizontales

La Figura presenta un esquema de las interfaces horizontales entre los subdominios
I y III. En este caso, B y T representa los puntos de colocacién a lo largo del borde superior

e inferior de la interfaz. La ecuacion de penalizacion para los puntos localizados en el borde
inferior de la interfaz horizontal es

B B B
8575 8;; + agy = S(Q)B + T3QB[(G+)B - (G+)T] + 7'4QB[(G_)B — (G_)T] (4.15)

Para un punto a lo largo del borde superior de la interfaz, la forma penalizada es

T T T
agt T 8;; + aaGy = S(@)" + 7Qr[(GH)" — (GNP + mQr((G) = (G7)]

(4.16)

En la Ecuacién 77 v T3 es el coeficiente de penalizacién para el borde superior de
la interfaz.

I11

b —

wel

Figura 4.4: Interfaz horizontal (Escobar-Vargas et al.| [2012).

4.3.2.3. Implementacién en este trabajo
En este trabajo se implementa el método del promedio de modo que se toman los

coeficientes de penalizacién para flujos positivos y negativos en los lados de las interfaces
para que sean iguales (Escobar-Vargas et al., 2012)). Lo anterior lleva a
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de material desagregado

_tog 1
2wor WAz

1 0n 1
2wy wAy

1 0¢ 1
2w Oz wAzT

1 on 1

(4.17)
(4.18)
(4.19)

(4.20)

donde 9¢/0x, dn/0y son los factores de mapeo para los términos de penalizacion ac-

tuando sobre las interfaces vertical y horizontal, respectivamente.

La ecuaciones de flujo de material desagregado penalizadas se pueden reescribir de

acuerdo con cada posible orientacion de las interfaces de subdominio:

Interfaces verticales

El borde izquierdo de la interfaz es

oq¥  OFL  oGE
+ o+ =
ot Oz oy

El borde derecho de la interfaz es

o¢t  oFE  OGR
+ + =
ot Oz oy
Interfaces horizontales

El borde inferior de la interfaz es

oq¢® OFB 9GE
- -
ot ox oy

El borde superior de la interfaz es

oq"  OFT  0GT
+ +
ot oz oy

S(q)* + mLQL[F* — FH

S(9)F + TrQp[FT — F¥

S(¢)® + 75Qp[GF - G7]

S(¢)" + m7rQr[GT — GP)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

A diferencia de Hesthaven and Gottlieb| (1996)) en este esquema no se utiliza una formu-

lacion especial para las esquinas, que simplemente se tratan como puntos que pertenecen a

dos bordes de la misma ortogonal. Este enfoque simplificado es més estable que la derivacién
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teodrica (Escobar-Vargas et al. 2012)).

4.3.2.4. Representacion compacta del SMPM
Escobar-Vargas et al.| (2012) escribe una forma compacta de las Ecuaciones a la
4.24

0q° n oF* n oGe
ot oz oy

4
S(q)° + Y 7eQen!™! - [F© — F'| (4.25)
i=1

e,l)

donde n(&) es el vector unitario que apunta hacia afuera en la direccion de volumen de

control de e a l y 7. es el coeficiente de penalizacion, que se puede escribir como

1
= 4.2

w son los pesos de la cuadratura GLL asignados a los puntos a lo largo de las interfaces de

7":

la izquierda, derecha, arriba y abajo. Para un orden uniforme de aproximaciéon polinémica,
N, en cada subdominio se puede utilizar un tnico valor de w = 2/N(N+1) y As = (Ax, Ay)

depende de la orientacion de las interfaces del subdominio.

4.4. Condiciones de frontera

En esta secciéon se presenta el tratamiento de las fronteras del dominio computacional

y el tratamiento en la frontera entre zonas en las que hay y no hay material granular.

4.4.1. Fronteras del dominio computacional
4.4.1.1. Condiciones de frontera reflectivas y deslizantes

Las condiciones de fronteras en la direccién perpendicular a cada pared del dominio
computacional se imponen como reflectivas, es decir, el vector de velocidades es u-n = 0,
donde 1 = (u, v) (Figura[d.5)). Esta condicién permite obtener las velocidades en la direccion
paralela al flujo, que en adelante se denomina como deslizante (Figura .

Las condiciones reflectivas son adecuadas para las fronteras que restringen el flujo en la
direccion y, debido a las paredes laterales del canal (v = 0, Figura . Mientras que las
condiciones reflectivas para las fronteras que restringen el flujo en la direccion = (z = 0,
Figura pueden no ser las mas apropiadas. Si el flujo no se detiene antes de chocar con
la pared del lado derecho es necesario extender el dominio en la direccién x para poder
capturar la forma del deposito del material desagregado (tal como se hizo en este trabajo).

Las condiciones reflectivas en la frontera derecha tienen més sentido si se quiere cap-

turar el comportamiento de choque y forma del depésito del flujo de material desagregado
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=l
=
I

o

=l
=
Il

o

Figura 4.5: Condiciones de frontera reflectivas y deslizantes.

contra un muro de contencién inamovible (e.g., muros para el control de flujos de material
desagregado). Con esto también se podria analizar la aceleracion y los esfuerzos justo antes

de chocar contra la pared.

4.4.1.2. Condiciones de frontera reflectivas y antideslizantes

La condicion de frontera denominada antideslizante consiste en que el vector de ve-
locidad en las fronteras superior e inferior se impone como cero, es decir, aun cuando el
material esta en movimiento u = 0 (Figura [4.6)).

=l
Il
o

=l
[
o

Figura 4.6: Condiciones de frontera reflectivas y antideslizantes.

4.4.2. Seguimiento a la frontera del flujo

Para la solucion de la ecuaciones de flujos de material desagregado se debe definir un
seguimiento en las fronteras del dominio del flujo, es decir, entre puntos con material (z = b),
y puntos sin material (z = h). Las velocidades w y ¥ en la direccion x y y, respectivamente,

son determinadas por la definicién de las variables conservativas (Ecuacion |4.27)).

u=mg/h, T=my/h, para h#0 (4.27)

En las ecuaciones de aguas someras la altura h se define como h = H, + -y, en donde

48



4.5. Discretizacién temporal:
Runge-Kutta

H, es la profundidad promedio y v es el desplazamiento de la superficie libre. El uso de
una profundidad promedio permite la presencia de oscilaciones negativas que no pueden
suceder en zonas secas (h). En el caso de las ecuaciones de flujos de material desagregado
H, = 0, por lo que h = . Para las ecuaciones de flujos de material desagregado en las
zonas en donde no hay material (b = 0) la soluciéon del sistema de ecuaciones en forma
conservativa genera una indeterminacion matematica (i.e., division por cero). Para evitar

la indeterminacién matematica se tiene principalmente dos opciones.

= Una primera opcién es la adicién de una capa muy delgada de material sobre todo
el dominio computacional (Pudasaini and Hutter, 2007)). Esta eleccion genera hun-
dimientos y levantamientos pronunciados sobre las fronteras izquierda y derecha del
dominio a medida que se da la solucién en cada paso de tiempo. Esto es debido a
la, aplicacion del componente de la fuerza gravitacional horizontal (i.e., g,) sobre la

delgada capa de material que se encuentra en todo el dominio.

= La segunda alternativa es configurar todas las variables fisicas como iguales a cero
fuera del dominio del flujo, es decir, el esquema conservativo (Ecuacion sufre una
solucién trivial, 0 = 0, cuando h = 0 para la ecuacién de conservacién de momentum
(Pudasaini and Hutter, 2007)). Para mantener una solucion estable, es necesario definir
una tolerancia 1y las nuevas velocidades son calculadas en puntos que tengan material
solo si A"t > T (Bradford and Sanders| 2002). En este trabajo se utiliz un valor
de tolerancia 71 = 107*. Esta eleccién es mucho mejor para resolver el conjunto
de ecuaciones conservativas con el método penalizado de multidominios espectrales,
evitando los hundimientos y levantamientos en las fronteras que se generan con la

primer opcién.

4.5. Discretizaciéon temporal:

Runge-Kutta

La derivada temporal presentada en la FEcuaciéon se pueden integrar mediante el uso
de técnicas de paso de tiempo estandar como los métodos de varios pasos lineales o el método
de Runge-Kutta. El analisis de estabilidad estandar para los solucionadores de tales sistemas
en general se centra en la estabilidad lineal. Este tipo de anélisis es adecuado cuando
las soluciones deseadas son suaves. Sin embargo, las soluciones de ecuaciones diferenciales
parciales hiperboélicas no pueden ser suaves, ya que se pueden desarrollar ondas de choque
o cualquier otro comportamiento discontinuo incluso a partir de una condicién inicial suave
(Spiteri and Ruuthj 2002]).

En tales casos, las discretizaciones estandar basadas en el andlisis de estabilidad lineal

sufren de bajo rendimiento debido a la presencia de oscilaciones indeseadas, sobreimpulsos
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y manchas progresivas. Las soluciones numéricas obtenidas a partir de estas discretizaciones
a menudo presentan una forma débil de inestabilidad (inestabilidad no lineal) que resulta en
un comportamiento no fisico y son un precursor para que la solucién numérica se convierta
en completamente inestable (Spiteri and Ruuth) 2002).

Para resolver este problema, [Spiteri and Ruuth| (2002) desarrollaron, implementaron y
analizaron una nueva clase 6ptima de Runge-Kutta de preservacion de estabilidad fuerte
(SSP-RK) que tiene una propiedad de estabilidad no lineal que lo hace particularmente
adecuado para la integraciéon de leyes de conservaciéon hiperbélicas donde se presentan
comportamientos discontinuos. Asi, se logra mantener la precisiéon de alto orden que brinda
el método penalizado de multidominio espectrales y la selecciéon del tamano de paso de
tiempo se puede basar méas en los requisitos de precision, en lugar de los requisitos de
estabilidad.

4.5.1. Runge-Kutta de preservacion de estabilidad fuerte (SSP-RK)

El método de discretizacion temporal explicito implementado aqui evita el costo de los

solucionadores de sistemas de ecuaciones no lineales en cada paso.

Considere el siguiente problema de valor inicial,

) (4.28)

Donde la Ecuacion [4.28] se ha discretizado en sus variables espaciales con el método
penalizado de multidominios espectrales. La predicciéon en el tiempo n + 1 se basa en la
solucion existente en el tiempo n y el termino de fuerza R(q). El esquema se puede escribir

como se presenta en Spiteri and Ruuth| (2002):

¢ =q" (4.29)
i—1

i=3 [aivqu + AB; L R(F) | | i=1,2,...,m (4.30)
k=0

¢t =q" (4.31)

La consistencia requiere que Zz;lo a; 1 = 1. m es el ntimero de etapas del enfoque SSP-
RK, ;1 ¥ Bik son coeficientes constantes que a; 3, > 0,y a5, = 0 solo si 3;, = 0y At es
el tamafio de paso de tiempo en un tiempo especifico (Spiteri and Ruuth, 2002).

Por ejemplo, el esquema 6ptimo de la clase de métodos de cuarto orden con cinco
evaluaciones de las funciones generales es el esquema SSP-RK(5,4) (Gottliebl 2005; Ruuth)
2006; |Spiteri and Ruuthl |2002), que puede escribirse como:
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¢V = ¢" + 0,391752226571890At R(¢"),

q® = 0,444370493651235¢" + 0,555629506348765¢") + 0,368410593050371A¢R(¢1),
¢® = 0,620101851488403¢" + 0,379898148511597¢?) + 0,251891774271694At R(¢?),
¢ = 0,178079954393132¢" + 0,821920045606868¢>) + 0,544974750228521 At R(¢®)),
"t = 0,517231671970585¢?) + 0,096059710526147¢">) + 0,063692468666290A¢R(¢))

+0,386708617503269¢" + 0,226007483236906 AtR(¢Y)
(4.32)

SSP-RK(5,4) es superior al esquema Runge-Kutta de cuarto orden clésico (i.e., no SSP),
con mas de un 40 % de mejora en la restriccion de paso de tiempo, los mejores esquemas
de SSP-RK superan a los esquemas clasicos cuando surgen discontinuidades en la solucion.
Los resultados que confirman esta descripcién son representados en la Figura 4.2 de |Spiteri
and Ruuth| (2002]).

4.6. Técnica de estabilizacion

En el tratamiento interfacial del método penalizado de multidominios espectrales no
existe un término disipativo que elimine las oscilaciones de alto ntimero de onda indeseadas
que se desarrollan en las simulaciones no lineales (Escobar-Vargas et al.| 2012)). La estabili-
dad de la solucién numérica de las ecuaciones de flujo de material desagregado en presencia
de oscilaciones indeseadas desarrolladas por altas pendientes en la solucién se garantiza por
el uso de un filtro espectral (Blackburn and Schmidt), 2003).

Para solucionar las ecuaciones de flujo de material desagregado a través del método
penalizado de multidominios espectrales se usa una expansiéon nodal de la soluciéon u, de la

forma

N
u(w) = 3 ulwn) (@) (4.33)
k

=0
donde [ (x) es el k-ésimo orden de la funcién nodal (también llamadas funciones cardi-

nales), generalmente de tipo Lagrange y N es el grado de la interpolaciéon. Sin embargo, se

quiere filtrar los coeficientes modales de la soluciéon como se encuentra en la expansion.

N
u(z) = UpPi(x) (4.34)
k=0

Py(x) representa el k-ésimo orden de las funciones base, en este caso los polinomios de
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Legendre y wy son los coeficientes de expansion. La solucion filtrada sera de la forma

Na) =Y oxtixPu(x) (4.35)

donde o, es una funcion filtro espectral discreta tipica de orden P. Una funcién de filtro

comunmente utilizada que se da por una exponencial es

ok = exp [—a (J’E)P] (4.36)

El parametro o mide la modificacién del modo maximo. Tipicamente, @« = —lne,, y
€m es la precision de la maquina (i.e., €, « 10716) (Hesthaven and Kirby| 2008)). Si se
disminuye « implica una pequena modificacion de los altos modos. La Figura muestra

los valores de filtro con el incremento de P dados por la Ecuacion [4.36]
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Figura 4.7: Funcién exponencial del filtro para diferentes valores de P.
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4.7. Condicion de estabilidad

Un método numeérico puede ser convergente solo si su dominio numérico de dependencia
contiene el verdadero dominio de dependencia de las ecuaciones diferenciales parciales, al
menos en el limite cuando At y Az tienden a cero (LeVeque, 2002). Es muy importante
tener en cuenta que la condicion de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) es s6lo una condicion
necesaria para la estabilidad, y por tanto, para la convergencia de la solucién numérica
(LeVeque, 2002). Aunque no siempre es suficiente para garantizar la estabilidad. En la
Secciéon se presentd una técnica de estabilizacion para filtrar las oscilaciones indeseadas
generadas por las discontinuidades que se pueden desarrollar en los frentes de flujo y que
son precursores a la inestabilizacién de la solucién.

Para calcular el CFL se utiliza una técnica de celda de alto orden, donde las celdas
se definen basadas sobre los puntos de Gauss-Lobatto-Legendre sobre cada subdominio
(Escobar-Vargas et all 2012). Se define una velocidad y altura media en el centro de cada
celda (Giraldo and Warburton) 2008). Con esas consideraciones, el ntiimero de Courant se

define como

(4.37)

CFL = méax <M>

AS

donde At es el tamano del paso de tiempo, U es la magnitud de la velocidad media en
la celda, ® = gh es la altura geopotencial promedio en la celda y AS = \/m es el
espaciamiento de la malla. La suma de U ++v/® es conocida como la velocidad caracteristica
a la cual se desplaza la onda (LeVeque, [2002)). Para el método penalizado de multidominios
espectrales, el maximo numero de Courant At que asegura la estabilidad de la simulacion

numérica es 1 (i.e., nimero de Courant < 1) (Escobar-Vargas et al.| [2012]).

4.8. Conservaciéon de masa y energia

La forma para determinar el error introducido por el método numérico es a través de
la conservacion de la masa que se tiene inicialmente. La masa (M) y la energia (E) del
sistema se puede calcular con las Ecuaciones respectivamente.

M= /Q hdS (4.38)

E= / [®(u? + v?) 4+ ®%]dQ (4.39)
Q

La métrica para la evaluacién de la conservaciéon de masa y energia se basa en el error

relativo, definido con respecto a los valores iniciales correspondientes de M y E. Esto se
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calcula como

Ey — Ey

M; — My
4.40
\ - (4.40)

; RE:‘

donde Rj; v Rg son los errores relativos en la masa y la energia, y My, Ey, My, E}
son los correspondientes valores para la masa y la energia en el tiempo inicial y final de la
simulacion, respectivamente. Para cada caso de prueba, se especifica de forma explicita si

la masa y la energia se pierde o se genera al final de la simulacion.

4.9. Velocidad del centro de masa

En esta seccién se presentan dos alternativas para calcular la velocidad y posiciéon del
centro de masa de la solucién numérica generada por el método penalizado de multidominios
espectrales. El céalculo de la velocidad del centro de masa permite comparar la velocidad
y posicion del centro de masa dada por la solucién numérica del conjunto de ecuaciones
bidimensional (Seccién Ecuacion con la velocidad y posiciéon del centro de masa
dado por la soluciones analiticas unidimensionales (Capitulo [3| Ecuaciones y . A
continuacién se presenta las dos forma de calcular la velocidad del centro de masa de la

solucién numérica:

» a) La primer forma de calcular la velocidad del centro de masa 0. es mediante la

integracion de la ecuacion de movimiento (Pudasaini and Hutter, 2007).

dX.
dt

=1, (4.41)

donde Xc = (Z¢, Ye) es la posicion del centro de masa dado por

N 1
X, = — av 4.42
V /V x (4.42)

V es el volumen total de la masa en movimiento y x = (z, y). Solo para un componente

de la velocidad del centro de masa se describe como

dz.

dt

= Gic (4.43)

» b) La segunda forma de encontrar la velocidad del centro de masa, con el fin de
simplificar la ecuacién que describe el movimiento del centro de masa del flujo, se
define como el centro del campo de velocidades promedio (Pudasaini and Hutter,
2007).
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i, = % /V udv (4.44)

donde G, = (i, v.) es la velocidad promedio del centro de masa (Pudasaini and
Hutter, 2007)). Solo para un componente de la velocidad del centro de masa se da

Cco1mo

1
e =7 /V udV (4.45)

Las Ecuaciones [£.43] y [£.45] son las dos formas de calcular la velocidad del centro de
masa de un flujo de material desagregado que se implementaron en este trabajo para ser
comparadas con la solucién analitica. La comparacion entre la soluciéon numérica y analitica

se presenta en la Seccion [6.2

4.10. Esquema general del c6digo computacional

Para desarrollar el programa que soluciona las ecuaciones de flujos de material des-
agregado se utilizdé un cédigo que soluciona las ecuaciones de aguas someras escrito por
Escobar-Vargas (2012)) en el lenguaje de programacion FORTRAN 90. La estructura del
programa que soluciona las ecuaciones de flujos de material desagregado se encuentra con-
densado en la Figura[4.8] Adicional al codigo existente, se introdujo los parametros fisicos y
geométricos del modelo matemaético de las ecuaciones de flujos de material desagregado con
los términos fuente para poder solucionar los casos de prueba estudiados en este trabajo
(para mas detalles de los pardmetros fisicos y geométricos ver Capitulo . Los pardmetros
de entrada del método numérico son los siguiente: N es el grado del polinomio, Sub, es el
nimero de subdominios en la direccién x, Suby es el nimero de subdominios en la direccién
Y, Prodos €s el nimero de modos a conservar intactos, CFLg es la condiciéon de Courant
inicial y Upax es una velocidad méxima inicial que permiten calcular el 6z, y ¢ es el tiempo

final de la solucién (Figura [4.8).

A continuacion se presenta el diagrama de flujo del programa que solucién las ecuaciones

de flujo de material desagregado.
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t=1hastan

lt<n

Parametros del método Parametros del modelo
N, Suby, Suby, Prodos Preas Pines Ns Ny, 1, O, Oy, - —
CFLo, Upnay b P DK, B Calcg}lo del coef1c1er;1te de
presién lateral de tierras
I : | (kx(act/pas)s ky(act/pas))

Generar la malla
estructurada con
subdominios cuadrilateros

si Calcular fracciéon
de presién de poros

v o I
Generar los puntos de GLL
T Imposicién de las

condiciones de frontera
N7
Calculo de las variables
conservativas (h,my,m,) y
los flujos [F(q), G(q)]
7
Calculo de los componentes
espaciales de las ecuaciones
2
Establecer flujos numéricos para
conectar los subdominios

Calcular el grado del filtro
espectral (P)

v
Determinar los factores de peso
de la cuadratura de Gauss

N7

Generar la matriz para
el filtro espectral

¥

Generar las matrices

de diferenciacién

12 ¥
Mapear de coordenadas locales a Integracion temporal
coordenadas globales en cada subdominio con RK-SSP
12 12

Filtrar las variables
conservativas (h, m,, m,)
]

Generar el vector de
coordenadas globales

12

Seguimiento a
Configuracién de las las fronteras no h=0
condiciones iniciales (h, @, 7) del flujo =0
2 (Seccién 4.3.2) . v=0
Calculo de la masa y M 1]
energia inicial (M, E;) n
¥ u=m,/h
| Calcular At(CFLq, Umax) | 7= m,/h
)2

Generar la base Célculo del error relativo de la

topografica masa y la energia (Ry, Rg)
¢ 2
Calcular los componentes | Célculo de CFLpean, CFLmax
gravitacionales Y
horizontales (g, gy) Célculo de la velocidad

del centro de masa

Figura 4.8: Diagrama de flujo del programa computacional.

También se introdujo una subrutina que calcula el grado del filtro a partir del parame-
tro de entrada Ppodos, que indica cuantos modos se quieren conservar intactos, los demés
seran filtrados como se indica en la Seccién Otras subrutinas introducidas adicional-
mente permiten generar la base topografica para el caso del flujo granular, el calculo de los
componentes horizontales de la gravedad de acuerdo con la base topogréfica, la condiciéon

inicial establecida para el flujo granular. Una vez se ingresa al bucle temporal fue necesario
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subrutinas para calcular en cada instante de tiempo del coeficiente de presion lateral de
tierras constante y regularizado, y el calculo de la fraccion de presion de poros. Ademés,
la imposicién de las condiciones de frontera, la imposiciéon de un factor de tolerancia que
permite calcular las velocidades primitivas @ = mg/h y © = my/h, permiten solucionar de
forma adecuada el caso de flujo granular que se presenta en la Seccién Finalmente se
introdujo una subrutina que permite calcular la posicién y velocidad del centro de la masa

de la solucién numeérica en cada instante de tiempo.
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Capitulo 5

Casos de prueba

5.1. Configuracion fisica

En este capitulo se presentan los datos de un experimento denominado flujo granular de
aqui en adelante. Este experimento de laboratorio se llevo a cabo en “Cascade Volcano Ob-
servatory of the United States Geological Survey” (USGS) y los datos tomados se presentan
en [Denlinger and Iverson (2001). La Tabla muestra las propiedades de los materiales
utilizados en los experimentos y en la simulacién numérica y analitica presentadas en este

trabajo.

Tabla 5.1: Propiedades de los materiales del experimento utilizados para la simulacién

numérica y analitica.

Propiedades o parametros Unidades Flujo granular

experimento
Angulo de friccion basal Opea(gra) 29 + 1.4
Angulo de friccién interna Gint(gra) 40 £ 1.0
Fraccion de volumen de soélidos N 0.6
Fracciéon de volumen de fluido ng 0.4
Viscosidad del fluido u(Pa-s) 2 x107°
Densidad de los solidos ps(kg/m3) 2650 (cuarzo)
Densidad del fluido pf(kg/m3) 1 (aire)
Densidad de la mezcla p(kg/m?) 1600
Difusividad hidraulica D(m?/s) 0.05
Presién de poros inicial K 0.0

Tomado de [Denlinger and Iverson| (2001).
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5.1. Configuracion fisica

5.1.1. Experimento de flujo granular

Denlinger and Iverson| (2001)) presenta el experimento de pequena escala de la avalancha
granular seca. Se empled un canal rectangular con una inclinacién lecho de 31,4°, unido a
través de una secciéon curvada con un radio de curvatura de 10 cm a una superficie horizontal.
En cada experimento se utiliz6 arena de cuarzo seca con didmetros de grano de 0.5 mm.
La disposicién de la arena inicialmente es detrads de una compuerta vertical ubicada a 62.5
cm pendiente abajo (Figura. La disposiciéon de la arena tiene forma de cono triangular
(i.e, en forma de cuna) con una superficie horizontal y después se descarga de repente por
la apertura de una compuerta con resorte. La compuerta tiene el ancho total del canal de
20 cm de ancho (Figura [5.1).

Fuente de luz

Camara

B
KZOCm S : Compuerta

Barras de sombra

Arena
(condicién
inicial)

100 cm 110 cm 120 cm

Figura 5.1: Esquema del canal artificial de pequena escala utilizado para ejecutar expe-
rimentos de flujos de arena seca. La distancia entre la fuente de luz, cAmara, y el canal

artificial es de ~ 2 m, y no se muestran a escala Denlinger and Iverson| (2001]).

La Figura [5.2] presenta las isopacas del espesor de la arena normal al lecho para 5

instantes de tiempo medidos en el experimento mostrado en la Figura [5.1
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Experimento (USGS)

0.2 ‘ - 0.02
Eoaf ! : Eo.m k)
> <

0 ‘ ‘ 0.00
0 02 04 1 1.2
0.2 ‘ ‘ 0.02
Eoat : Eo.m L}
> <
0 ‘ 0.00

0 02 04 1 1.2
0.2 ‘ ; 0.02

Eoat . : Eo.m 8

> <

0 ‘ 0.00

0 02 04 1 1.2
0.2 ‘ — 0.02
Eo1} ‘ Eo.m k)
By il ~
0 ‘ ‘ ' 0.00
0 02 04 06 08 .
X (m)

0.2 ‘ 0.02
e iy E 2
> / <

0 : : : : ——— 0.00
0 02 04 06 08
x (m)

Figura 5.2: Flujo granular experimental con el ancho de la compuerta del canal artificial

(i.e., 20 cm). La compuerta se abre en un tiempo igual a cero. Los contornos representan 1

mm isopacas de profundidad de arena normales al lecho (Denlinger and Iverson, 2001).

5.2. Configuracién numérica

5.2.1. Configuraciéon numérica del flujo granular

Topografia. Para esta simulaciéon numérica se consider6 una topografia basal curva solo

en la direccién z. La Figura muestra la topografia basal y se puede ver la distribucion
de la discretizacion espacial dada por los puntos de Gauss-Lobatto-Legendre.
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oo

1 S 0.2

X (m) ) 0 0.1
¥ (m)

Figura 5.3: Vista bidimensional de la base topografica de un plano y talud curvilineo espe-
cificado por el radio de curvatura r, en la direcciéon x, con 24 y 4 subdominos en la direccién

x y vy, respectivamente, y el polinomio de grado 5.

La topografia se puede describir con la siguiente representaciéon matematica.

m(z — xl) + by, 0<z<ua
b(z)=q —/r2—(x—2,)2 471y, my<x<a) (5.1)
0, T > T,

donde b(z) es la altura de la base topografica, by, es la altura de la zona mas baja de la
base topogréfica, x; es cualquier punto de z al lado izquierdo del radio de curvatura r;,
es cualquier punto de x al lado derecho del radio de curvatura r,, m es la pendiente de la
zona inclinada. El 4ngulo de inclinacién que aparece en la ecuaciéon discretizada se describe

como 6, = tan"1(db/dx) y la curvatura se da como 90, /dz.

Condiciones iniciales. Se considera un experimento de flujo granular seco a pequena
escala llevado a cabo por [Denlinger and Iverson| (2001)) sobre un canal artificial rectangular
de 20 cm de ancho, 5 cm de alto y 120 cm de longitud, con un édngulo de inclinacion de
31,4° descrito en la Seccion (Figura . Un volumen de 290 cm? de arena de cuarzo
seco se utilizé en el experimento con angulos de fricciéon interna y del lecho de 40° y 29°,
respectivamente. Para tener un mejor punto de vista de las condiciones iniciales, la Figura
muestra la superficie libre (n = b+ h).
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0.05-
0:
0

h ()

0.2
x {m) ; 0.1

12 0 o

Figura 5.4: Vista bidimensional del espesor inicial del flujo (h), con 24 y 4 subdominios en

la direccién x y y, respectivamente, y el grado del polinomio es igual a 5.

n (m)

Figura 5.5: Vista bidimensional de las condiciones iniciales del flujo (n = b+ h), con 24 y 4

subdominios en la direcciéon x y y, respectivamente, y el grado del polinomio es igual a 5.

5.2.2. Otras condiciones iniciales sin gradiente topografico

Dos casos de prueba son comtinmente utilizados para determinar las bondades de los
métodos numéricos empleados en soluciones de las ecuaciones de aguas someras, como es
el colapso de una cilindro vertical y una Gaussiana de agua. Ademas de la prueba con el
canal rectangular, este trabajo presenta un experimento similar con un cilindro vertical y
una Gaussiana de arena seca. Estos dos casos se ejecutan sobre una profundidad promedio

de arena (H, = 1 m) sobre la cual est4 el cilindro y la Gaussiana como se hace cominmente

al solucionar las ecuaciones de aguas someras (Secciones [6.1.2.2y [6.1.3.2)). Estos dos casos

se ejecutan con el fin de verificar la conservaciéon de masa del método numérico, ya que

para el caso del flujo granular que desciende por un canal rectangular se presenta un error
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relativo de la masa alto (Seccion [6.1.2.1), comparado con las bondades presentadas en
\Escobar-Vargas et al. (2012)).

La Figura muestra la condicién inicial suave, una Gaussiana de arena con una
altura maxima de 0.2 m. La condicién inicial se puede describir con la siguiente funcién

matematica.

(z —20)* + (y — yo)*

h=Aexp|— 5,7
o

+1 (5.2)

donde A = 0.2 m es la amplitud de la Gaussiana, ¢ = 0.1 m es la desviacién estandar,
29 = 0.5 my yo = 0.5 m son la posicién del centro de la Gaussiana en las direcciones x y

1y, respectivamente.

% (my)

Figura 5.6: Vista bidimensional de la condicién inicial de una Gaussiana de arena seca, con

20 subdominios en cada lado y el grado del polinomio es igual a 5.

La Figura muestra la condicién inicial discontinua, un cilindro de arena con una
altura maxima de 0.2 m. La condicién inicial del cilindro se puede escribir con la siguiente

representacion matematica.

0.2, r<0.1
- " o (5.3)
0, r>01m

donde r = /(x — x0)% + (y — yo)? representa el radio del cilindro. zp = 0.5 m y yo =

0.5 m son la posicién del centro del cilindro en las direcciones x y y, respectivamente.
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f
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i ll-l
i

Figura 5.7: Vista bidimensional de la condicién inicial de cilindro de arena seca, con 20

subdominios en cada lado y el grado del polinomio es igual a 5.
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Capitulo 6

Analisis de resultados

En este capitulo se presentan los resultados de la simulacién numérica y analitica de
un flujo granular que desciende por un canal rectangular inclinado hasta llegar a una zona
horizontal. Estas dos zonas son conectadas mediante una transicion curvada (Seccion [p.2.1)).
En la Seccion se presenta principalmente la predicciéon numérica del flujo granular
ademaés de un test de independencia de malla para el flujo granular y para el colapso de una
Gaussiana de arena sin gradiente topogréfico. En la Seccion se presenta la comparacion
de los resultados numéricos y analiticos. Finalmente, se presenta un discusién sobre los
resultados e implementaciones de este trabajo (Seccion [6.3)).

Para referirse al refinamiento espacial, en este trabajo se hablard de dos estrategias
diferentes. La primera es subdividir el dominio en multiples dominios, esto por lo general se
llama “h-refinamiento” porque h es el simbolo comun para el tamano o el tamafio promedio
de un subdominio. La segunda estrategia es mantener los subdominios fijos, mientras se
aumenta el grado del polinomio en cada subdominio, esto se conoce como “ p-refinamiento”

que es precisamente la empleada por métodos espectrales (Boyd, 2001]).

6.1. Prediccion numérica del flujo granular

En esta seccion se presenta la predicciéon numérica generada por el método espectral
empleado en este trabajo y se compara con un experimento elaborado por el USGS mostrado
en Denlinger and Iverson| (2001) (Seccion [6.1.1)). Se presentan dos test de independencia
de malla, el primero para el flujo granular que desciende por un plano inclinado (Secciéon
y el segundo para el colapso de una Gaussiana de arena (Seccion . También
se realiza un anélisis del error en funcion del tiempo para el flujo granular (Seccion ,
la Gaussiana y el cilindro de arena. Finalmente se realiza el andlisis de tres factores que
influyen de forma considerable en la solucién numérica, que son: las condiciones de frontera

deslizantes y antideslizantes (Seccion |6.1.4)), el factor de correccion de momentum que se
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genera debido a la integracion de la ecuacion de momentum (Seccion [6.1.5)) y el coeficiente
lateral de tierras constante y regularizado (Seccion [6.1.6]).

6.1.1.

Prediccion numeérica del flujo granular

Las Figuras y presentan la predicciéon numérica con el método penalizado

de multidominios espectrales (SMPM) para el flujo granular con tres configuraciones de

refinamiento espacial cuyas elecciones se sustenta en la Seccion [6.1.2.1] La Figura [6.1] pre-

senta la comparaciéon de los datos experimentales generados por el USGS y la prediccion

numérica generada por el SMPM con un refinamiento espacial que presenta menor error

por conservaciéon de masa (N = 8, Sub, = 108 y Sub, = 18), como se puede ver en la

Figura [6.4]
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Figura 6.1: Comparacion del experimento del flujo granular (a), con la prediccion numérica

generada con el SMPM cuando el refinamiento espacial presenta menor error por conserva-

cién de masa, N =8, Sub, = 108 y Sub, = 18 (b).
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Experimento (USGS) Prediceion numérica (SMPM)
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Figura 6.2: Comparacion del experimento del flujo granular (a), con la prediccién numérica
generada con el SMPM cuando el refinamiento espacial presenta mayor error por conserva-

cion de masa, N = 6, Sub, = 60 y Sub, = 10 (b).

Contrario al ejercicio anterior, la Figura [6.2| presenta la comparacion de los datos ex-
perimentales generados por el USGS, y la prediccion numérica generada por el SMPM
con un refinamiento espacial que presenta mayor error por conservacion de masa (N = 6,
Sub, = 60 y Sub, = 10), como se muestra en la Figura

La Figura [6.3] presenta la comparacion de los datos experimentales generados por el
USGS y la prediccién numérica generada por el SMPM. Esta prediccion se hizo con un
refinamiento espacial con el cual se presenta independencia de malla para el error por
conservacion de masa (N = 17, Sub, = 36 y Sub, = 6), como se aprecia en la Figura

La prediccién numérica dada por los tres refinamientos espaciales elegidos presentan
resultados semejantes principalmente en el depésito de material granular. Las alturas mé-
ximas del depésito dadas por la predicciéon numérica se acercan a las alturas méximas del
experimento con una diferencia aproximadas a los 2 mm. Las soluciones son simétricas,
aunque en el caso en que se pierde la mayor cantidad de masa (N = 6, Sub, = 60 y

Sub, = 10) aparecen pequefios indicios de asimetria pero no son muy relevantes como para
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Capitulo 6. Analisis de resultados

desechar la predicciéon brindada por este refinamiento.

Aunque el deposito es predicho de una manera muy acertada en comparaciéon con el
experimento, en la dinamica del flujo no se puede capturar especialmente el comportamiento
de la cola del flujo, ya que en el experimento se presenta una especie de “adhesion” de
material en las paredes del canal rectangular. El refinamiento que mejor predice el deposito
es (N =8, Sub, = 108 y Sub, = 18) en comparacion con las otras dos configuraciones de
la malla, por esta razoén los analisis que se presentan més adelante se realizaron con este
refinamiento espacial.

EExperimento (USGS) Prediceién numérica (SMPM)
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Figura 6.3: Comparacion del experimento del flujo granular (a), con la prediccién numérica
generada con el SMPM cuando el refinamiento espacial presenta independencia en el error

por conservacion de masa, N = 17, Sub, = 36 y Sub, = 6 (b).

6.1.2. Test de independencia de malla

El test de independencia de malla permite determinar las mejoras producidas en el error
para la conservacién de masa conforme se refina espacialmente el dominio computacional
(i.e., las celdas de la malla se hacen méas pequenas y el namero de celdas se incrementa)
(Slater] . Con esto se puede determinar a partir de que refinamiento se produce el mis-
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mo error numérico aunque a la discretizacion espacial se le siga aumentando el refinamiento

espacial.

6.1.2.1. Test de independencia para el flujo granular

En esta seccién se presentan las propiedades de conservacién de masa y energia del
método penalizado de multidominios espectrales al solucionar el flujo granular que desciende
por un canal rectangular, ademas se presenta las condiciones de estabilidad de la solucion

y el tiempo computacional.

La Figura muestra los resultados del error por conservacién de masa para el flujo
granular cuando se tienen condiciones de frontera deslizantes. La simulacién se da para 9 “h-
refinamientos” cuadrados y para 19 “p-refinamientos”. En la Figura [6.4] se puede apreciar
como la conservacion de la masa no mejora conforme se aumenta el ntimero de grados
de libertad, dados tanto por el “h-refinamiento” como por el “p-refinamiento”. Ademaés se
puede ver como la conservaciéon de la masa en funcién de los refinamientos presenta un
comportamiento no monotoénico si N < 17, mientras que para N > 17 la conservacién de
la masa varia de forma monotonica, independientemente de la cantidad de subdominios en
consideracion. Este comportamiento del test de independencia de malla dificulta la eleccién

de una buena discretizacion espacial para la prediccion del flujo granular.
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Figura 6.4: Conservaciéon de la masa para el flujo granular en m® con diferentes “h” y

“p-refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera deslizantes.
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—.e.—SubX =12, Suby =2
—v—SubX =24 ) Suby =4
—<—SubX =36, Suby =6
—>—SubX =48, Suby =8
—— SubX =60, Suby =10
—a— SubX =72, Suby =12
—— SubX =84, Suby =14
—w—Sub_ =96 s Sub =16
X y
——Sub =108, Sub =18
X y

Error relativo de la masa

10'4 1 1 | 1 | | | 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Grado del polinomio (N)

3

Figura 6.5: Conservacion de la masa para el flujo granular en m® con diferentes “h” y “p-

refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera antideslizantes.
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Figura 6.6: Conservacion de la energfa para el flujo granular en m*/s* con diferentes “A” y

“p-refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera deslizantes.
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La Figura muestra los resultados del error por conservacién de masa para el flujo
granular cuando se imponen condiciones de frontera antideslizantes (para mas detalles ver
la Seccién . La simulacién se da para 9 “h-refinamientos” cuadrados y para 19
“p-refinamientos”. En la Figura [6.5] se puede ver que la imposicion de las condiciones de
fronteras antideslizantes presenta un comportamiento muy semejante en cuanto al error por
conservaciéon de masa si se tiene condiciones de frontera deslizantes. La conservaciéon de la
masa en funcion de los refinamientos presenta un comportamiento no monoténico si N < 17,
mientras que para N > 17 la conservacién presenta un comportamiento monoténico y
convergente con los “h-refinamientos” y “p-refinamientos”. También se puede ver como el
polinomio de grado 6 es uno de los que presenta mayor error relativo en la conservacion de
la masa. Debido al alto error numérico presentado en las Figuras y en la Seccién
6.1.2.2] se ejecuta otro caso de prueba con el fin de verificar las propiedades de conservacion

de masa del método numérico.

1

10 T
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107k 41 |—e—Sub =84,Sub =14
X y
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Figura 6.7: Conservacion de la energia para el flujo granular en m#/s* con diferentes “h” y “p-

refinamientos” del dominio espacial cuando se tiene condiciones de frontera antideslizantes.

Los tres refinamientos utilizados para presentar la predicciéon numérica del flujo granular
en la secciéon anterior fueron elegidos por las siguientes razones. El primer refinamiento
(N =8, Sub, =108 y Sub, = 18) produce el menor error por conservacion de masa como
se puede apreciar en la Figura El segundo refinamiento (N = 6, Sub, = 60y Sub, = 10)

produce uno de los mayores errores por conservaciéon de masa como se puede apreciar en
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la Figura Especialmente el polinomio de grado 6 produce el mismo orden de error
por conservacion de masa para todos los “h-refinamientos” implementados en este trabajo.
Finalmente, el tercer refinamiento (N = 17, Sub, = 36 y Sub, = 6) es un refinamiento en
donde el error en la solucién presenta una independencia de la malla (Figuras y .
Los analisis de error en el tiempo del flujo granular y a los parametros en los que se muestra

especial atenciéon en este trabajo son implementados con estos refinamientos.

Medir la conservacién de la energia es importante cuando se trata de la solucién de la
ecuaciones de aguas someras invicidas, de modo que la pérdida de energia debe ser tan bajo
como la precision del método numeérico lo permita, que en el caso de los método espectrales
podria llegar a ser del orden de aproximacién del computador. Sin embargo, en este trabajo
también se muestra la energia final del sistema, con el objeto de mirar que tanto varia la

energia utilizando diferentes refinamientos.

La Figura [6.6] muestra la variacion total de energia para el flujo granular cuando se
tiene condiciones de frontera deslizantes, donde se puede ver que para N > 7 la variacion
de la energia final en funcién de los refinamientos no varia en ordenes de magnitud excepto
para algunos casos. Estas pocas variaciones son reducidas aun més cuando se imponen
condiciones de frontera antideslizantes (Figura . Si se tienen condiciones de frontera
antideslizantes la convergencia del error para la energia es mucho mas clara cuando N > 7
para los refinamientos implementados en este trabajo, exceptuando 9 casos especificos en
donde la conservaciéon de masa cambia en 1 orden de magnitud respecto a la tendencia

presentada en la Figura [6.7]

La condicion de estabilidad de Courant promedio (CFLean) en todo el dominio compu-
tacional se mantuvo por debajo de 0.5 (Figura, pero esta no es la tnica forma de ver el
comportamiento de la condicién de estabilidad. La solucién de todo el dominio esta regida
por el seguimiento de la frontera del flujo tal como se present6 en la Seccién 4.4.2] en donde
el esquema conservativo sufre una solucion trivial (i.e., 0 = 0, cuando h = 0), haciendo que
el CFLyjean disminuya notablemente. Para verificar los alcances de la condicién de estabili-
dad del método espectral es importante conocer la méaxima condicion de Courant (CFLyax)
en cada paso de tiempo y en general de toda la solucién tal como lo muestra la Figura
Es importante aclarar que el CFLy .« presentado aqui se da solamente en un punto de todo

el dominio computacional y en un solo paso de tiempo de toda la solucion.

En la Figura se puede ver que el CFLy,.x para la mayoria de los casos estuvo entre
0.5 y 0.8. Aunque para 8 casos especiales se obtuvo la solucién del sistema de ecuaciones
en condiciones estables cuando CFL >1. Por otro lado, cuando el grado del polinomio
N > 17, fue necesario considerar valores de CFL iniciales inferiores a 0.5 para mantener la
estabilidad de la solucién debido a las oscilaciones que se presentan cuando el polinomio es

de un grado tan alto, mientras que para el resto de los casos el CFL inicial fue de 0.8.
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Figura 6.8: Condicion de estabilidad Courant promedio (CFLpean)-
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Figura 6.9: Condicion de estabilidad de Courant maxima (CFLpax).

La Figura muestra el tiempo computacional requerido para cada uno de los refi-

namientos implementados en este trabajo. La mayor cantidad de grados de libertad im-
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plementados en este trabajo (N = 20, Sub, = 108 y Sub, = 18) para el flujo granular
requiere solamente unas 78 horas de computo. Sin embargo, es importante presentar estos
resultados con el objeto de implementaciones futuras de casos reales, en donde la condicién
inicial tenga un &rea muy pequeiia respecto a toda el area de estudio. Esto requeriria una
discretizacion espacial muy exigente con el fin de capturar el movimiento de la masa lo més
detallado posible.

10°
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X y
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10'2 1 1 | 1 | |
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Grado del polinomio (N)

Figura 6.10: Tiempo computacional requerido para cada “h” y “p-refinamientos”.

6.1.2.2. Test de independencia para la Gaussiana

En esta seccién se presenta el test de independencia de malla para una Gaussiana de
arena, el cual se realiza con el fin de verificar las propiedades de conservacién del método
penalizado de multidominios espectrales al solucionar el conjunto de ecuaciones de flujo de
material desagregado. Buscando asf la respuesta al por qué se presentan errores tan altos al
solucionar el caso del flujo granular como se puede apreciar en la secciéon anterior (Figuras
yB.3).

La Gaussiana esté sobre una base o profundidad promedio H, del mismo material de 1
m de profundidad. Esta es la forma convencional como se soluciona las ecuaciones de aguas
someras, sin necesidad de imponer un seguimiento a las fronteras del flujo cuando se tiene
zonas sin material como se presenta en la Seccién para solucionar las ecuaciones de
flujos de material desagregado en este trabajo. Adicionalmente la base sobre la cual esta

todo el material no tiene gradiente topografico.
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Figura 6.11: Conservacion de la masa para el colapso de una Gaussiana en m® para diferentes

discretizaciones del dominio espacial cuando se tiene una profundida promedio H, = 1.

La Figura[6.1T]muestra los resultados del error por conservacion de masa, para el colapso
de una Gaussiana de arena. La simulacién se da para 6 “h-refinamientos” cuadrados y
para 19 “p-refinamientos”. La soluciéon de la Gaussiana presenta errores muy bajos en la
conservacion de masa con altos “h-refinamientos” (i.e., Sub, = 50— 60 y Sub, = 50 —60) y
con algunos “p-refinamientos” altos (i.e., N = 13 — 16). La conservacion de la masa para la
Gaussiana es considerablemente mejor respecto al caso flujo granular que desciende por un
canal rectangular. Aun con este caso tan suave la conservaciéon de la masa varia de forma no
monotonica cuando N < 17 para los diferentes “h-refinamientos” ejecutados y al igual que
en el canal rectangular la conservacion de la masa varia monoténicamente cuando N > 17

independientemente del “h-refinamiento”.

La Figura muestra la variacion total de energia para el colapso de una Gaussiana
de arena. En la Figura [6.12] se puede ver que para N > 5 la variaciéon de la energia final
no varia en ordenes de magnitud excepto para un solo caso especifico, por lo que para la
mayoria de los refinamientos se tiene casi la misma energia cuando se forma el depoésito de

arena a partir del colapso de la Gaussian.
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Figura 6.12: Conservaciéon de la energia para el colapso de una Gaussiana para diferentes

discretizaciones del dominio espacial cuando se tiene una profundida promedio H, = 1.

6.1.3. Propiedades de conservacion en el tiempo
6.1.3.1. Conservacién de masa en el tiempo para el flujo granular

En esta seccién se presentan la pérdida de masa en funcién del tiempo para tres con-
figuraciones de refinamiento espacial. El primer refinamiento genera la menor pérdida de
masa (Figura , el segundo presenta la mayor pérdida de masa (Figura y el tercer
refinamiento es generado para cuando se aprecia una independencia de malla (Figura .
La prediccién numérica presentadas en las Figuras y tienen condiciones de
frontera deslizantes, un coeficiente lateral de tierras constante y un factor de correccion de
momentum 3 = 1.15. Ademas se impone un filtro fuerte, para conservar intactos los dos
primeros modos, el resto de modos del polinomio de Legendre seran filtrados como se indico
en la Seccion [4.6

En la Figura muestra como la pérdida de masa del método penalizado de mul-
tidominios espectrales converge rapidamente en funcién del tiempo. Claramente se puede
apreciar que el uso de un polinomio de alto grado converge con una pérdida de masa menor
que las otras dos configuraciones espaciales. También se puede ver que para el polinomio de
grado 8 el error en la conservaciéon de la masa presenta un orden de magnitud de diferencia,

frente a N = 17, aun cuando “h-refinamiento” es alto.
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Figura 6.13: Conservacion de la masa en m® en funcién del tiempo para el flujo granular

con 3 diferentes refinamientos de la malla.

6.1.3.2. Conservaciéon de masa en el tiempo para la Gaussiana y el cilindro

La Figura muestra la convergencia del error por conservaciéon de masa para el
colapso de la Gaussiana con un alto refinamiento espacial (N = 8, Sub, = 90 y Sub, = 90).
Esto se hace para dos opciones en cuanto a la profundidad promedio H,. La primera cuando
se tiene una profundidad promedio de arena H, = 1 bajo la Gaussiana y la segunda cuando
no se tiene una profundidad promedio (H, = 0). En la Figura se puede apreciar que
no hay diferencia en la conservaciéon de la masa entre la soluciéon mediante el uso de la
profundidad promedio (H, = 1) y el uso del seguimiento de las fronteras del flujo, es decir,
sin profundidad promedio de arena (H, = 0). En ambos casos se logran errores relativos
del orden de O(107?) cuando se trata del colapso de una funcién tan suave como es la

Gaussiana de arena.
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Figura 6.15: Conservaciéon de masa en m® en funcién del tiempo para el cilindro vertical.

La Figura muestra la convergencia de la conservaciéon de la masa para el colapso

del cilindro de arena cuando se tiene una profundidad promedio de arena (i.e., H, = 1) y
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cuando no se tiene una profundidad promedio (i.e., H, = 0). En la Figura se puede
ver como para este caso, donde se presentan discontinuidades en las paredes del cilindro
la conservaciéon de la masa si muestra grandes diferencias entre estas dos condiciones en
la profundidad promedio. Cuando se tiene H, = 0, el error de convergencia de la solucién
del colapso del cilindro presenta errores alrededor de O(1072), mientras que, si se tiene
una profundidad promedio (H, = 1) se puede conseguir errores aproximados a O(107°). La
diferencia en el error por conservacién de masa entre estas dos opciones para la profundidad
promedio cuando se tienen discontinuidades como sucede con el cilindro de arena puede
llegar a ser del orden de O(1073).

A partir de los resultados presentados en las Figuras y se puede apreciar que
para la solucion de las ecuaciones de flujos de material desagregado en condiciones suaves
el error por conservacion de la masa es tan bajo como se reporta en |Escobar-Vargas et al.
(2012)); Hesthaven| (2000) y Koprival (1998), donde puede llegar a ser del orden de O(10~12)
para el método penalizado de multidominios espectrales. Si se trata de condiciones en
donde la condicién inicial o la solucién desarrolla discontinuidades, el error por conservaciéon
puede aumentar de 5 a 8 ordenes de magnitud [i.e., O(107%) - O(1071!)]. Para los casos
que presentan discontinuidades la imposicién de una solucién trivial cuando no se tiene
una profundidad promedio (H, = 0) puede aumentar aproximadamente en 4 ordenes de

magnitud el error en la conservacién de masa [i.e., O(1071)].

6.1.4. Analisis de condiciones de frontera

Es importante realizar una debida implementaciéon de las condiciones de frontera, ya que
tanto de estas como de la condiciéon inicial depende que se tenga una buena aproximaciéon de
solucién de ecuaciones diferenciales parciales. La prediccion de la dinamica del flujo granular
tanto en la cola como en el frente carece de una buena aproximacion como se puede apreciar
en la Seccién En este trabajo se explora la imposicién de unas condiciones de frontera
antideslizantes (presentadas en la Seccic')n con el fin de encontrar una mejor predicciéon

en la dinamica del flujo, buscando asi la “adhesién” de material a las paredes del canal.

Las Figuras[6.16h y [6.16p presentan los datos experimentales desarrollado por el USGS.
La Figura [6.16c muestra la prediccion numérica dada por el SMPM con las condiciones de
frontera deslizante, en donde la velocidad en la direccién paralela al flujo en las paredes
laterales es obtenido de la solucién numérica del conjunto de ecuaciones. Se puede ver que
con estas condiciones la cola del flujo no es predicha de la forma mas adecuada, ya que
no se presenta la “adhesién” de material a las paredes como sucede en el experimento, sin
embargo, el depodsito de material en la zona horizontal del canal rectangular presenta una

prediccién muy satisfactoria comparada con el experimento.
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Figura 6.16: Comparacion del experimento generado por el USGS (a y b), y dos tipos de

condiciones de frontera, deslizantes (c) y antideslizantes (d).
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Figura 6.17: Comparacion de dos soluciones numéricas. (a'y b) método Harten-Lax-vanLeer-
Contact (HLLC) presentada por Denlinger and Iverson| (2001)) con refinamiento del O(163),
(c) SMPM con refinamiento del O(163) y (d) SMPM con refinamiento del O(12%).
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La Figura presenta la prediccién numérica del flujo granular con la imposicion de
las fronteras antideslizantes, es decir que la velocidad en la direcciéon paralela al flujo en las
paredes laterales se imponen como cero (% = 0). En la Figura se puede ver como las
condiciones de frontera antideslizantes permiten una representacion de una forma apropiada
la cola del flujo mientras el material desciende pendiente abajo. La “adhesién” de material a
las paredes en la predicciéon numérica es semejante al lo capturado por el experimento. Sin
embargo, el deposito no presenta la mejor prediccidn, ya que la simulacién genera una zona

de depdsito de material cercano a las paredes laterales que no se presenta en el experimento.

En las Figuras y ¢ se muestra la predicciéon numérica dada por el método HLLC
presentada en [Denlinger and Iverson| (2001) con un refinamiento del orden de O(16%). Las
Figuras[6.17¢ y d muestran la prediccion numérica dada por el SMPM con las condiciones
de frontera antideslizante y dos refinamientos diferentes del orden de O(16%) y O(12%), res-
pectivamente. De las Figuras [6.17h y b se podria inferir que las condiciones de fronteras
impuestas en la solucion dada por Denlinger and Iverson| (2001) son antideslizantes, debi-
do a que la predicciéon numérica dada tanto por el método HLLC como SMPM presentan
una distribucién de material semejante mientras desciende por la pendiente. Esta conjetura
pretende aclarar algunos comportamientos presentados por la prediccién numérica dada
por el método HLLC, ya que las condiciones de frontera tanto para el dominio compu-
tacional (Seccion como para el seguimiento del limite del flujo (Secciéon no son

explicitamente establecidas en (Denlinger and Iverson, 2001]).

Entre las Figuras y d se presenta una clara diferencia en la prediccion de la
distribucién del material granular, que es causada por el uso de dos diferentes ordenes de
refinamiento para el SMPM. Con esto se puede ver que para el método espectral es necesario
emplear un mayor refinamiento espacial con el fin de conseguir una predicciéon mas acertada
frente al experimento si se utilizan condiciones de frontera antideslizantes (Figuras [6.16b y
d).

Ninguna de las dos condiciones de frontera tratadas en este trabajo presentan una
prediccion que satisfaga la distribucién del material tanto en la dindmica del flujo como
en el deposito. Esto podria suceder por dos razones: La primera es que las condiciones
de frontera implementadas en este trabajo no estan brindando la informacién apropiada
para producir un prondstico méas acertados frente a los datos experimentales, por lo que se
plantea la posibilidad de explorar otras condiciones de fronteras que permitan una mejor
representacion del experimento. La segunda es que el esfuerzo cortante transversal no esta
siendo representado de forma adecuada, de manera que el modelo no tiene suficiencia para
capturar detalles del comportamiento del material en la proximidad a las paredes laterales
del canal. Posiblemente la implementacion de otros modelos constitutivos diferentes a Mohr-
Coulomb (plasticidad perfecta) como los elasto-plasticos permitan representar mejor los

esfuerzos cortantes entre los sélidos de un flujo de material desagregado y, por consiguiente,
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la distribuciéon del material tanto en la dindAmica como en el depésito.

6.1.5. Analisis del factor de correccion de momentum ()

Comunmente el factor de correcciéon de momentum generado por la integracion en la
profundidad de las ecuaciones de momentum para flujos de material desagregado (Seccion
se impone como la unidad, indicando que el perfil de velocidades en la profundidad
del flujo es constante. Esta suposicion puede no ser la mas adecuada justo después de la
liberacion, en la proximidad a obstaculos y cerca del depésito, ya que tanto la altura como
el componente vertical del campo de velocidades puede cambiar considerablemente y en
algunos casos de forma abrupta (Pudasaini and Hutter, [2007).

Pudasaini and Hutter| (2007) analiza unas imagenes capturadas tanto en el fondo como
en la superficie libre del flujo granular, obteniendo como resultado una diferencia de la
velocidad promedio entre el fondo y la superficie libre de aproximadamente el 5%. Con
base en esto |[Hutter et al. (2005) soluciona el modelo Savage-Hutter para un flujo granular
utilizando diferentes valores para el factor de correccion de momentum S e [1.0,1.2], con
lo cual sustenta que la modelacion no presenta cambios significativos en la distribucion de
la masa granular en el plano. Sin embargo, a diferencia de los resultados de [Hutter et al.
(2005)), para el modelo desarrollado por [Iverson and Denlinger (2001) si presenta cambios
importantes en la prediccién de la distribuciéon de la masa granular en el plano como se
puede apreciar en las Figuras [6.18] - [6.20

Las Figuras y ¢ muestran el perfil del flujo en el centro del canal capturados en el
experimento del USGS para t = 0.10 s y t = 0.32 s, respectivamente. Las Figuras y
d presentan las predicciones numéricas del perfil del flujo en el centro del canal en ¢t = 0.10
sy t = 0.32 s, respectivamente, dadas por el SMPM. Las predicciones numéricas del perfil
del flujo en el centro del canal dadas por el SMPM se muestra con 5 valores diferentes del
factor de correccién de momentum para cada instante de tiempo.

La mejor prediccion del frente de flujo para ¢ = 0.10 s se da cuando 8 = 1.0, ya que
se presenta altas pendientes en el frente de flujo tal como en el experimento. Mientras que
B # 1.0 se tienen frentes de flujo concavos (Figura [6.18p). En la Figura se puede
ver como es conveniente un = 1.05 ya que esto minimiza la pendiente del frente del flujo
que se puede generar en la prediccién numérica y que no sucede en el experimento cuando
t = 0.32s. Si 8 > 1.05 también se presenta un frente de flujo muy suave, pero conforme
se incrementa el valor de 3 el frente de flujo es excesivamente suave y acelera la llegada de
material a la zona de depdsito, propiedad no conveniente para presentar un buen prondéstico
respecto a la dindmica del experimento.

Las Figuras [6.19% y ¢ muestran el perfil del flujo en el centro del canal capturados en
el experimento del USGS para t = 0.53 s y t = 0.93 s, respectivamente. Las Figuras [6.19b

y d presentan las predicciones numéricas del perfil del flujo en el centro del canal en ¢t =
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0.53 s y t = 0.93 s, respectivamente, dadas por el SMPM. La mejor prediccién del SMPM
para el frente de flujo en ¢ = 0.53 s se da cuando 8 = 1.15 (Figura ), ya que con
este factor de correccién de momentum se presenta una distribucién de material granular
semejante al experimento (Figura ) Si 8 = 1.0, gran parte del material ha descendido

por la pendiente dando inicio a la generacién del depésito demasiado pronto respecto al

experimento.
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Figura 6.18: Comparaciéon de los diferentes factores de correccion de momentum con el

experimento para t =0.10 s y t =0.32 s.

En la Figura [6.19¢ cuando ¢ = 0.93 s se puede ver que gran parte del deposito de
material granular ya se ha formado. En la Figura [6.19d se puede ver que si 5 = 1.0 - 1.15
se genera una buena prediccion del depésito y de la cola, aunque en todos los resultados
numéricos la cola del flujo es mas prolongada que en el experimento y aiin més si § = 1.2.
Este comportamiento en donde se prolonga la cola del flujo granular también se aprecia
en los resultados presentados en Hutter et al. (2005). Por otra parte, en la zona de llegada

del material de la cola al depoésito se puede presentar una oscilaciéon cuando S = 1.0 -
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1.10, debida al método numérico implementado en este trabajo siendo un precursor la alta

pendiente de esta zona.
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Figura 6.19: Comparacion de los diferentes factores de correccion de momentum con el

experimento para t =0.53 s y t =0.93 s.

La Figura [6.20p muestra el perfil del deposito en el centro del canal capturados en
el experimento del USGS para t = 1.50 s. La Figura [6.20b presentan las predicciones
numeéricas del perfil del deposito en el centro del canal en ¢t = 1.50 s con diferentes factores
de correccién de momentum. La mejor prediccion del depésito se tiene cuando S = 1.0 ya
que se presenta la cola méas pequena en el deposito respecto al uso de los otros factores de
correccion, mientras que el depoésito no tiene dicha cola en el deposito. Ademés, las maximas
alturas del deposito tienen mayor proximidad al experimento cuando 8 = 1.0.

Con esta prueba para el factor de correcciéon de momentum se puede concluir que tanto
para instantes de tiempo muy cercanos a la liberacién del material granular como para el
deposito, la mejor opcién para representar estos momentos del flujo es un g = 1.0. Esto evita

la formacién de un frente de flujo céncavo tan pronto se libera el material y la elongaciéon
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de la cola en el deposito, resultados que contradirian la afirmacién presentada al inicio de

esta seccion, planteada por (Pudasaini and Hutter, [2007). Sin embargo, se deja abierta la

posibilidad de realizar muchas mas pruebas, incluyendo la implementacién de otros modelos
con el fin de observar cambios en la predicciéon del flujo en funcién del factor de correccion
de momentum. Si se trata de representar de una mejor manera la distribucién de material
durante el flujo, el uso de 8 > 1.0 brinda una mejor prediccion especialmente de la forma

del frente de flujo, torndndolo més suave como sucede en el experimento.
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Figura 6.20: Comparaciéon de los diferentes factores de correccion de momentum con el

experimento para ¢t =1.50 s.

En las Figuras - b y d se aprecia que para valores de 8 = 1.0 tiende a
desarrollarse un frente de flujo méas vertical que para S > 1.0. La explicaciéon para este
comportamiento podria ser que la suposiciéon de un perfil de velocidad uniforme esta cla-
ramente representado por la pendiente del frente de flujo, es decir, si la velocidad es igual
en toda la profundidad del flujo podria verse reflejado en la distribucién de material en el

frente de flujo. De modo que para un perfil de velocidad constante (8 = 1.0), el frente de
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flujo tiende a “verticalizarse”, tomando la forma de un bloque que se desliza por el plano
inclinado. Esto también se puede ver en los resultados de [Hutter et al.| (2005) cuando se

utiliza un 8 = 1.0 mientras se genera el deposito de material granular.

También la afectacion del factor de correcciéon de momentum al frente de flujo se puede
ver cuando 8 > 1.0. Si 8 > 1.0 el frente de flujo se torna mas suave. Si se supone que
el perfil de velocidad no es constante (5 > 1.0) quiere decir que las zonas con mayor
altura viajarfan mas rapido que el material que se encuentra en la proximidad al lecho. Lo
anterior sucederia si se supone que el angulo de friccién en el lecho y de friccién interna son
iguales (¢dpeq = Gint). Esto de alguna manera redistribuiria el material en el frente de flujo,
tornandolo suave como se ve en las Figuras - by d. Si ¢peq < Pine €l material
que esté adyacente al lecho podria viajar més réapido debido a que el lecho le ofrece menor
resistencia al flujo que el mismo material. Estas hipétesis se pueden verificar o descartar
con la medicion del perfil de velocidades del flujo granular en donde se tenga angulos de

friccion iguales y diferentes entre el lecho y el material que fluye.

6.1.6. Analisis del coeficiente de presién lateral de tierras (Kqct/pas)

El coeficiente de presion lateral de tierras es muy importante ya que relaciona los esfuer-
zos verticales con los esfuerzos horizontales del flujo granular. En esta seccién se presenta
la comparacion de la solucién numérica dada con la implementacion de un coeficiente de
presion lateral de tierras constante (Seccion M— Ecuacion , como se ha venido desa-
rrollando hasta ahora y la solucién dada por la implementaciéon de un coeficiente de presién
lateral de tierras regularizado (Seccion [2.3.4.1).

Las Figuras [6.2Th y b presentan el experimento del flujo granular elaborado por el
USGS. Las Figuras y d muestran la prediccién numérica de flujos granular con la
implementacion de un coeficiente de presion de tierras constante y regularizado, respectiva-
mente. En la Figura[6.2I se puede ver como la implementacion de un coeficiente de presion
de tierras constante presenta simetria y una buena aproximaciéon numeérica frente al experi-
mento. La Figura|6.21]d muestra que la implementacion de un coeficiente de presion lateral
de tierras regularizado puede generar asimetria en la solucién y muchas oscilaciones. Aun
cuando se implementa un coeficiente de presion lateral de tierras regularizado en donde se
diferencia los dos estados de esfuerzos, dilataciéon y contracciéon, para un alto refinamiento
espacial (N = 8, Sub, = 108 y Sub, = 18), produce oscilaciones que no se presentan en el

experimento, ademés de la asimetria en la solucién.
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Figura 6.21: Comparacion del experimento del flujo granular (a y b), con dos formulaciones

para el coeficiente de presion lateral de tierras, constante (c) y regularizado (d), con un alto
refinamiento espacial (N =8, Sub, = 108 y Sub, = 18).
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Figura 6.22: Comparacion del experimento del flujo granular (a y b), con dos formulaciones
para el coeficiente de presion lateral de tierras, constante (¢) y regularizado (d), con un
bajo refinamiento espacial (N = 6, Sub, = 60 y Sub, = 10).
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La Figura[6.22h y b presentan el experimento del flujo granular elaborado por el USGS.
Las Figuras y d muestran la prediccién numérica de flujos granular con la implemen-
tacion de un coeficiente de presion de tierras constante y regularizado, respectivamente,
con un refinamiento mas bajo (N = 6, Sub, = 60 y Sub, = 10) que el presentado en la
Figural6.21]a y b. El uso de este bajo refinamiento espacial reduce por completo las oscila-
ciones indeseadas que se presentan cuando se tiene un alto refinamiento espacial, tal como
se presenta en la Figura [6.21k. Sin embargo, se sigue presentando asimetria en la solucion,
por lo que se puede deducir que el uso de un coeficiente de presion lateral de tierras regu-
larizado potencializa notablemente la apariciéon de asimetrias en la solucién, posiblemente
provenientes de las derivadas de la velocidad.

Pese a los problemas que genera la soluciéon del conjunto de ecuaciones con un coefi-
ciente lateral de tierras regularizado, este permite representar mejor los procesos fisicos que
suceden es este tipo de flujo, logrando asi diferenciar los dos estados de esfuerzos cuando
hay dilataciéon o compresién del material. Mientras que el uso de un coeficiente lateral de
tierras constante o tnico indica que no se presentan zonas de dilataciéon o contracciéon en
el flujo. Esto no sucede realmente y se puede explicar con los siguientes ejemplos: (a) una
vez se abre la compuerta las méximas alturas del material empieza a disminuir (i.e., sufre
adelgazamiento) iniciando asi el flujo. (b) cuando se inicia la formaciéon del deposito, el
material que esté en el frente del flujo empieza a retener el material que viene de la cola
ejerciendo compresion sobre este de modo que en el depdsito se empieza a acumular ma-
terial (i.e., sufre engrosamiento). Estas dos explicaciones evidencian que la eleccion de un
coeficiente de presion lateral de tierras constante no representa de forma adecuada el flujo
desde el punto de vista fisico.

Otra forma de observar que la eleccién de un coeficiente de presion lateral de tierras
constante no es la mejor desde el punto de vista fisico es con el experimento presentado en
Pudasaini and Hutter| (2007)), donde se puede apreciar que las velocidades pueden variar

notablemente de un punto a otro.

6.2. Prediccion analitica

En esta seccién se presenta la prediccion analitica para el flujo granular que desciende
por una pendiente, en donde se obtiene la posicion y velocidad (Ecuaciones y
en funcion del tiempo. Los resultados analiticos se comparan con la posicion y velocidad
del centro de masa de la solucién numérica, calculado mediante dos alternativas como se
presenta en la Seccién (Ecuaciones |4.42|l4.43| y [4.45)).

La posiciéon inicial del centro de masa para la solucién analitica es 0.4 m pendiente

arriba de la zona horizontal. La profundidad del flujo es constante en el espacio y tiempo

de 0.10 m. Los parametros de esta prediccion se presentan en la Tabla Las condiciones
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iniciales, velocidad y tiempo son iguales a cero (Ecuacion [6.1)).

w(0)=0m/s, x(0)= 0.6m, ¢ =0s (6.1)

La Figura [6.23] presenta la comparacion de la prediccion analitica y la prediccion numé-
rica generada por el método espectral. En la Figura [6.23h se presenta la base topografica y
la posicion final del centro de masa del flujo granular pronosticado por la solucién analitica.
La Figura [6.23b presenta la prediccién analitica y numérica de la posicion del centro de
masa en funcion del tiempo. La Figura[6.23k compara la prediccion analitica de la velocidad
en funcién de tiempo, con la velocidad del centro de masa generado por la solucién numé-
rica (Seccion - Ecuacién , y el centro de velocidades del flujo granular (Seccion
- Ecuaciéon .

En la Figura [6.23p se puede ver que la soluciéon analitica predice de una forma muy
aproximada la posicion final del depésito del flujo granular, en comparacion con la posicion
del centro de masa del depoésito de la solucion numérica. Sin embargo, la curva de la solucién
analitica no sigue de manera rigurosa la curva de la solucién numérica para determinar la
posicién del centro de masa en funcién del tiempo.

En la Figura[6.23k se puede ver que la prediccion analitica de la velocidad en funcién de
tiempo es sobreestimada respecto a la prediccién numérica de la velocidad del centro de ma-
sa y del centro de velocidad en la direccion z. Segiin la predicciéon analitica el flujo granular
se frena por completo en un tiempo mucho menor al obtenido por la prediccién numérica.
Los dos métodos empleados para determinar la velocidad del centro de masa presentan un
comportamiento semejante, aunque el cilculo de la velocidad mediante la diferenciaciéon de
la posicion del centro de masa presenta algunas oscilaciones (linea discontinua).

Comunmente se comparan las predicciones generadas por la solucién de un conjunto de
ecuaciones mediante el uso de un método numeérico con soluciones analiticas con el fin de
determinar el grado de precisiéon del método numérico. Este objetivo no se puede satisfacer
mediante esta comparacion, debido a las diferencias entre la formulacién analitica y la
soluciéon numérica dada para el conjunto de ecuaciones. La solucién analitica es presentada
para un caso especifico en una sola dimensioén, sin divergencia de velocidad en el espacio, con
un espesor constante en el tiempo y el espacio, y presion de poros constante. Estos supuestos
reducen el conjunto de ecuaciones para el flujo de material desagregado a una sola ecuacion,
que ademas reduce la mayoria de los términos fuente encargados de la disipaciéon de la
energia. Sin embargo, esta comparacion permite determinar que la prediccién que brinda
la solucién analitica estd en el mismo orden de magnitud frente a la solucién numérica, a

pesar que la solucién analitica es notablemente reducida.
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Figura 6.23: (a) base topografica y posicion final del flujo granular representado con un
asterisco. (b) prediccion analitica y numérica de la posicién en cada instante de tiempo, y
(¢) prediccion analitica y numérica de la velocidad del centro de masa del flujo granular.

92



6.3. Discusion

6.3. Discusion

6.3.1. Error del método numeérico

Para el caso del flujo granular que desciende por un canal rectangular, el error por con-
servacion de masa no mejora conforme se aumenta el “h-refinamiento” o el “p-refinamiento”,
presentando un comportamiento no monoténico si “p-refinamiento” es N < 17, mientras
que para N > 17 la conservacion de la masa varia de forma monotoénica. El orden del error
por conservacién de masa para este caso es del orden de O(10%) - O(1073), un error muy
alto en comparaciéon con los ordenes de magnitud presentados en |[Escobar-Vargas et al.
(2012). Esto ocurre si se implementan tanto las condiciones de frontera deslizantes (i.e., la
velocidad en al direccion paralela al flujo en las paredes del canal es dado por la soluciéon
numeérica) como las antideslizantes (i.e., la velocidad en al direccion paralela al flujo en las
paredes del canal se impone como cero). El alto error relativo por conservacion de masa
presentado por las soluciones y el comportamiento no monoténico de este dificulta la elec-
cion de un refinamiento adecuado que permita aprovechar las bondades de alta precision
de los métodos espectrales.

Es importante calcular la conservaciéon de la energfa cuando se trata de la solucién de
la ecuaciones de aguas someras invisidas, de modo que la pérdida de energia deba ser tan
baja como lo permita la precisién del computador si se utilizan métodos espectrales. Las
ecuaciones de flujos de material desagregado incluyen términos fuente encargados de disipar
la energia del sistema, por lo que se presenta gran diferencia entre la energia inicial y final.
Sin embargo, el presentar la pérdida de energia permite ver la diferencia de la solucion
para diferentes refinamientos espaciales. La energia final para diferentes “h-refinamiento”,
no varia en ordenes de magnitud cuando N > 8, excepto alguno casos. Esto indica que el
uso de altos polinomios de Legendre permiten encontrar soluciones semejantes en cuanto
a la conservacion de la energia. Esto ocurre si se implementan las condiciones de frontera
deslizantes y antideslizantes.

Para mantener la condicion de estabilidad del método, se requiere un CFL promedio
<0.5 en todo el dominio. Aunque también es importante tener control sobre el CFL maximo
de la solucién. La imposicion del seguimiento de la frontera del flujo (Seccion reduce
notablemente el CFL promedio, ya que en gran parte del dominio el sistema de ecuaciones
sufre una solucion trivial (i.e., 0 = 0, cuando h = 0). El observar el CFL méaximo permite
ver los alcances de estabilidad del método espectral utilizado en este trabajo, aun cuando
este valor se de solamente en un punto del dominio espacial y en un solo instante de tiempo.

El alto error numérico presentado en la soluciéon del flujo granular que desciende por
una pendiente puede ser justificado debido a la pendiente y las discontinuidades impuestas
en la condiciéon inicial o desarrolladas por la solucién. Lo anterior se argumenta debido a

que si la solucion de las ecuaciones de flujos de material desagregado se realiza sin gradiente
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topogréfico y para el colapso de una Gaussiana de arena se puede conseguir errores relativos
en la conservaciéon de la masa hasta del orden de O(1072). Esto se puede corroborar con la
solucion del colapso de un cilindro vertical de arena, sin gradiente topografico, consiguiendo
asi errores aproximados a O(107°).

El uso de una solucién trivial, 0 = 0, cuando h = 0 para la ecuacién de conservaciéon de
momentum, incrementa el error por conservacién de masa. Esto se debe a la necesidad de
mantener una solucion estable mediante la definicién de una tolerancia 7= 10"%, en donde
las nuevas velocidades son calculadas en puntos que tienen material solo si A"t > 7. Esta
aproximacién hace que se pierda masa en algunas zonas en cada instante de tiempo, incre-
mentando asi el error numeérico. Esto se puede ver al solucionar el sistema de ecuaciones sin
gradiente topografico y condiciones iniciales que presentan o desarrollan discontinuidades
(e.g., cilindro) mediante el uso de dos opciones para la profundidad promedio. Primero, se
soluciona el sistema de ecuaciones utilizando una profundidad promedio de material gra-
nular bajo el cilindro de arena (e.g., H, = 1 m), evitando asi utilizar la solucién trivial y la
tolerancia definida T = 1074, con lo cual se consigue un error en la conservacion de la masa
del orden de O(107%). Segundo, se soluciona el sistema de ecuaciones sin una profundidad
promedio para el mismo cilindro de arena (i.e., H, = 0 m), con lo cual se consigue un
error en la conservacion de la masa del orden de O(1072). De este modo se puede ver que
la diferencia entre utilizar o no una profundidad promedio es de 3 ordenes de magnitud.
Con esto se puede concluir que para el colapso del cilindro sobre una base horizontal (i.e.,
sin gradiente topografico), utilizar la profundidad promedio proporciona una soluciéon con
menos error numérico.

Sin embargo, el uso de una profundidad promedio conlleva a otro problema si se tiene
gradiente topografico. Cuando se tiene gradiente topogréfico el componente gravitacional
horizontal es diferente de cero. Bajo estas condiciones y al utilizar aunque sea una muy
pequefia capa de material en todo el dominio computacional (i.e., H, > 1073 m), la solu-
cion del sistema de ecuaciones presenta hundimientos y levantamientos en las fronteras del
dominio computacional. Estos levantamientos y hundimientos son causado especificamente
por el componente horizontal de la gravedad. Ademas, la opcién de una capa delgada de
material en todo el dominio hace que fisicamente la simulaciéon no sea correspondiente al
experimento del flujo granular. De esta manera es descartada la opciéon de usar una peque-
na capa de material en todo el dominio para solucionar el problema del flujo granular que

desciende por un canal rectangular.

6.3.2. Fronteras y parametros

El uso de las condiciones de frontera deslizante no predice de forma adecuada la cola
del flujo granular, ya que no se presenta “adhesiéon” de material a las paredes laterales

del canal como sucede en el experimento, sin embargo, el depésito de material en la zona
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horizontal del canal rectangular presenta una prediccién muy satisfactoria, en comparaciéon
con el experimento. Las condiciones de frontera antideslizantes permiten predecir de una
forma apropiada para la cola del flujo mientras el material desciende pendiente abajo. La
“adhesion” de material a las paredes en la prediccién numérica es semejante a lo capturado
por el experimento. Pero, el depésito no presenta la mejor predicciéon, ya que esta imposicion
genera una zona de deposito de material cercano a las paredes laterales que no se presenta

en el experimento.

Ninguna de las dos condiciones de frontera tratadas en este trabajo presentan una pre-
diccion completamente satisfactoria en cuanto a la prediccién de la distribucién de material
cercano a las paredes laterales, tanto en el depdsito como en el transcurso del movimiento
de la masa. Esto realza la importancia de explorar ya sea la implementacién de otros mo-
delos constitutivos para el calculo de los esfuerzos debidos a los solidos y/o la imposicion
de otras condiciones de frontera que describan de una manera adecuada la distribucion de

material cercano a las fronteras durante el movimiento y el deposito.

Las pruebas realizadas al cambio del perfil de la distribuciéon de la masa granular me-
diante la imposicion de 5 valores diferentes para el factor de correccion de momentum
permite concluir que tanto para instantes de tiempo inmediatamente posteriores a la libe-
racion del flujo de material granular como para el depésito, el valor del factor de correccion
de momentum més adecuado es § = 1.0. Pero el uso de un factor de correcciéon de mo-
mentum unitario apresura la llegada de material a la zona del depédsito y la generacion del
mismo, ademas de la formacién de un frente de flujo muy vertical en comparacién con el
experimento mientras este desciende por la pendiente. Si se trata de representar de una
mejor manera la distribuciéon de material durante el flujo y mitigar la generacién prematu-
ra del deposito, el uso de § > 1.0 brinda una mejor predicciéon especialmente la forma del

perfil del frente de flujo, tornandolo méas suave como sucede en el experimento.

La teoria de Savage and Hutter| (1989) para avalanchas granulares supone que el mate-
rial granular estd en cualquiera de los dos estados de esfuerzos limites, dependiendo de si
la masa se dilata o contrae en direcciéon paralela a la base del flujo. Esta transiciéon genera
discontinuidades en esfuerzos entre regiones que se dilatan o contraen (Seccion [2.3.4). Estas
discontinuidades introducidas sobre todo en la velocidad inestabilizan por completo la solu-
cion numérica dada por el método penalizado de multidominios espectrales. Este problema
hace necesario el uso de un esquema de regularizaciéon para el coeficiente de presiéon lateral
de tierra. Sin embargo, el coeficiente de presion lateral de tierras regularizado potencializa

la aparicion de una solucién numeérica asimétrica.

La implementacién de un coeficiente de presiéon lateral de tierras constante, en donde
se supone una maxima rugosidad en el lecho (donde se puede asumir que ¢peg = Pint),
indicando que un bloque de material de Coulomb se mueve pendiente abajo sin la presencia

de adelgazamientos o engrosamientos en el espesor del flujo, brinda una solucién estable,
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sin oscilaciones indeseadas y sin asimetria en la solucién, como puede suceder con el uso
de un coeficiente de presion lateral de tierras regularizado. Pero el uso de un coeficiente
lateral de tierras constante no es la mejor eleccién desde el punto de vista fisico para
representar el estado de esfuerzos del material. Ya que el material si sufre aldelgazamientos
y engrosamientos en el espesor del flujo en todos los momentos, principalmente al inicio en

la liberacién y en la formaciéon del deposito.

Casi todos los modelos publicados de deslizamiento y flujos de detritos simulan el co-
mienzo de la dindmica de avalanchas mediante el uso de condiciones iniciales de rotura de
una presa, es decir, los modelos especifican un gran desequilibrio fuerzas inicial, pero arti-
ficialmente retienen el movimiento hasta que el modelador emite un comando (Iverson and
George, 2010)). En casos extremos, los modelos utilizan angulos de friccion basal <10° para
simular el movimiento, mientras que los valores >30° puede ser necesarios para equilibrar
las fuerzas en fuertes pendientes en sitios de iniciacion (Iverson and George, 2010). A pesar
de la falta de justificacion fisica de este desajuste, las publicaciones comtnmente ignoran
su significado y en su lugar miden la capacidad predictiva de un modelo por el hecho de su
salida en las distribuciones del deposito (Iverson and Georgel 2010). Es de resaltar que en
este trabajo no fue necesario recurrir a estos artificios, ya que el modelo permite realizar un
estado de equilibrio de fuerzas en funcién de pardmetros como el d&ngulo de fricciéon del lecho
e interno del material granular y la pendiente. Estos pardmetros hacen que naturalmente la
condicion inicial sea inestable, permitiendo asi que el material fluya pendiente abajo hasta

generar el depésito en la zona horizontal.

También se hizo un anélisis de la influencia de cada uno de los parametros utilizados para
modelar los flujo de material desagregado en contraste con las ecuaciones de aguas someras
invicidas. Con esto se encontrdé que el coeficiente de presiéon lateral de tierras (kx(act /pas)
Y Ky(act /pas)) que se encuentra en la parte advectiva de las ecuaciones (Ecuaciones y
no tiene una influencia importante en la solucién de las ecuaciones, aclarando que
para el flujo granular la fracciéon de presion de poros es cero (A = 0). El componente
gravitacional en la direcciéon z (g,) sobre la parte advectiva de las ecuaciones hace que la
condicion inicial pueda caer, de modo que el material puede sufrir una redistribucién sobre

el dominio computacional.

Para los términos fuente de las ecuaciones de flujos de material desagregado (Ecua-
ciones y , los componentes gravitacionales horizontales (gzh y gyh) son muy im-
portantes ya que impulsan el material de modo que este pueda desplazarse predominan-
temente en cualquier direccion (x y y). Contrario a los componentes horizontales de la
gravedad, los términos mas importantes de esfuerzos encargados de la disipacién de la
energia son los esfuerzos debidos a los solidos, que ofrecen una clara resistencia al flujo. En-
tre los esfuerzos cortantes transversales (—sgn(0u/dy)hks,.,,...(0/9y)[g-h(1 — A)] sin @int
y —sgn(0v/0x)hk

Yact /pas (0/02)[gzR(1 — A)] sin @ing) y los esfuerzos cortantes en el lecho
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(—sgn(@)(1 — N)gs + T(00,/0)]h tan dpeq y —sgn(0)(1 — N){gs + 72(00y,/0)]h tan dpeq)
se presenta un un aporte mayor en los esfuerzos cortantes del lecho. Este es el encargado
de detener por completo la dinamica del flujo haciendo que el material entre en reposo en
cuanto las condiciones lo permitan (e.g., topografia y dngulos de friccion). Los esfuerzos
cortantes transversales aunque también son importantes, estos pueden permitir que la onda
siga desplazandose por mucho més tiempo. Esto refuerza las hipotesis planteadas en este
capitulo frente a las condiciones de frontera. La carencia de una buena prediccién de la
distribucién del material adyacente a las paredes laterales del flujo indica que los esfuerzos
transversales no se estd modelando de forma adecuada, y es cuando se realza la importancia
de explorar otros modelos constitutivos para modelar los esfuerzos debidos a los sélidos.
Los términos debido a los esfuerzos del fluido ofrecen una resistencia muy baja en
comparacion con la resistencia que ofrecen los términos de esfuerzos de los solidos. Aun
cuando se tenga una viscosidad muy alta (e.g, 10 Pa-s) y todos los términos debido al
esfuerzos de los fluidos [—(3nsu/p)(@/h) + (npuh/p)(0%u)0x?) + (npph/p)(8%u/0y?) v
—(Bnsu/p)W/Rh) + (npph/p)(020/0y?) + (nsuh/p)(9%5/0x?)] actuando sobre la solucién
de las ecuaciones de flujos de material desagregado a la vez que se excluyen los esfuer-
zos por los sélidos, la propagaciéon de la onda se desplaza igual de rapido y con el mismo
comportamiento que si se solucionan las ecuaciones de aguas someras invicidas. Estas ob-
servaciones podria dar pie a la eliminacién de estos términos que en realidad no ofrecen
resistencia al movimiento del fluido. Sin embargo, es importante realizar més analisis para
conocer con precision el aporte de casa uno de los términos de esfuerzos tanto de los sélidos

como del fluido, con lo cual se puede sustentar ajustes dirigidos a mejorar el modelo.

6.3.3. Solucion analitica

La reduccién del conjunto de ecuaciones bidimensionales para flujos de material desagre-
gado a una sola ecuacién unidimensional sin muchos de los términos fuente considerados
en la formulacién bidimensional para generar la soluciéon analitica, no permiten juzgar ri-
gurosamente la precisiéon del método numérico empleado en este trabajo para solucionar el
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales. Esta comparacién permite determinar que
tan bondadosa es la solucién analitica a la numeérica pese al gran ntmero de supuestos
adicionales propuestos para llegar a dicha solucién. De manera que para el experimento
de pequena escala en el canal rectangular, la solucién analitica por lo menos se encuen-
tra en el mismo orden de magnitud que la solucién dada por el conjunto de ecuaciones

bidimensionales, solucionadas numéricamente.
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Conclusiones

La solucion de ecuaciones de flujos de material desagregado con métodos espectrales
hasta ahora no ha sido reportada. Este trabajo permite identificar bondades y falencias de
un método espectral (método penalizado de multidominios espectrales) al solucionar este
conjunto de ecuaciones hiperbolicas con términos fuente (ecuaciones de flujo de material
desagregado), movimiento predominante en una direccion y condiciones iniciales disconti-
nuas o que desarrollan discontinuidad.

El método penalizado de multidominios espectrales soluciona de forma adecuada el
conjunto de ecuaciones de flujos de material desagregado desarrolladas por [Iverson and
Denlinger| (2001)), generando asi predicciones comparables con los datos experimentales y
otras predicciones numéricas. Tanto al inicio del flujo como el depédsito son predichas de
forma adecuada por el conjunto de ecuaciones solucionadas con el método espectral. Una
predicciéon acertada de la distribuciéon del material se puede lograr mediante el ajuste de
tres aspectos importantes que son: las condiciones de frontera, el factor de correccion de
momentum y el coeficiente de presion lateral de tierras.

Las oscilaciones indeseadas que se presentar comtiinmente en este método espectral pue-
den ser mitigadas mediante el uso de un filtro espectral como se desarrolld en este trabajo.

La discontinuidades en la condicién inicial o desarrolladas durante el flujo y el uso de
la tolerancia 71 = 10~ para el seguimiento de las fronteras del flujo cuando se presenta la
soluciéon trivial, 0 = 0, en h = 0, debido a la ausencia de una profundidad promedio de
material en todo el dominio aumenta el error por conservacién de masa notablemente. De
modo que la bondad por la cual se recurre a los métodos espectrales queda abandonada.

Si en la solucion de las ecuaciones de flujos de material desagregado se utiliza una
profundidad promedio, acompanado del gradiente topografico, en donde se tienen valores
diferentes de cero en los componentes horizontales de la gravedad, se presentan hundimien-
tos y levantamientos indeseados en las fronteras del dominio computacional.

Las soluciones analiticas no permiten juzgar rigurosamente la precision del método pe-
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nalizado de multidominios espectrales empleado para solucionar el conjunto de ecuaciones
de flujos de material desagregado. Sin embargo, esta comparaciéon se consigue determinar
que tan bondadosa es la solucién analitica respecto a la numérica pese al gran namero de su-
puestos adicionales propuestos para llegar a dicha soluciéon. Para el experimento de pequena
escala en el canal rectangular, la solucién analitica por lo menos se encuentra en el mis-
mo orden de magnitud que la soluciéon dada por el conjunto de ecuaciones bidimensionales
solucionadas numéricamente.

La solucién numérica generada por el método penalizado de multidominios espectrales
(SMPM) predice tanto la dindmica (e.g., frente y cola del flujo) como el deposito de modo
semejante a la solucion generada por el método Harten-Lax-vanLeer-Contact (HLLC) pre-
sentado en |Denlinger and Iverson| (2001). Esto siempre y cuando se utilicen las condiciones
de frontera antideslizantes.

Las condiciones de frontera deslizantes y antideslizantes modifican notablemente la dis-
tribucién de la masa que fluye a través del canal rectangular. La solucién numérica generada
para condiciones de frontera deslizantes proporciona una mejor prediccién para el depdsito
que las condiciones de frontera antideslizantes, ya que con esta tltima condicién se generan
zonas de depdsito que no se presentan en el experimento. La solucién numérica con las
condiciones antideslizantes genera mejores predicciones para la dinamica del flujo granular,
principalmente porque se consigue tener la forma de la cola semejante al experimento.

Para instantes de tiempo inmediatamente posteriores a la liberacion del flujo de material
granular y para el deposito, el valor del factor de correccion de momentum més adecuado
es 8 = 1.0, a pesar que el uso de un factor de correcciéon de momentum unitario apresura la
llegada de material a la zona del depdsito. Si se trata de representar de una mejor manera
la distribucién de material durante el flujo y mitigar la generaciéon prematura del deposito,
el uso de 8 > 1.0 brinda una mejor prediccién especialmente la forma del perfil del frente
de flujo, torndndolo méas suave como sucede en el experimento.

La intestabilidad de la solucién del conjunto de ecuaciones para flujos de material des-
agregado introducida por el coeficiente de presion lateral de tierras discontinuo desarrollado
por Savage and Hutter| (1989), se puede anular mediante la regularizacion del coeficiente
tal como se muestra en [Tai and Gray| (1998). La asimetria que se puede presentar en la
soluciéon del flujo de material desagregado es debida al coeficiente de presion lateral de
tierras regularizado.

El uso de un coeficiente de presion lateral de tierras constante, brinda una solucién més
estable y simétrica, respecto a la solucién brindada por el coeficiente de presion lateral de
tierras regularizado, especialmente si se tiene refinamiento espacial muy alto. Sin embargo,
un coeficiente de presion lateral de tierras constante no es la mejor opcién desde el punto
de vista fisico, ya que se supone que no hay adelgazamiento y engrosamientos mientras el

material fluye.
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Capitulo 8

Trabajo futuro

En este trabajo se hizo énfasis en determinar las bondades y falencias del método
penalizado de multidominios espectrales, pero ademés se utilizdé un filtro espectral que no
es propiamente un planteamiento del SMPM con el fin de mantener la estabilidad de la
solucion. Por esto se plantea la necesidad de estudiar la influencia del filtro espectral para
casos suaves y discontinuos con el fin de encontrar alguna relaciéon que permita establecer
un uso adecuado del filtro en el orden de conseguir menor error por conservaciéon de masa.

Debido a la ausencia de predicciones precisas en la distribuciéon de material adyacente
a las paredes laterales es importante explorar otras condiciones de fronteras a las que se
trataron en este trabajo y/o la implementacion de otros modelos constitutivos como los
elasto-plasticos para tratar de capturar mejor la trasmisién de esfuerzo de los sélidos.

A partir del anélisis que se hizo a cada uno de los términos fuente encargados de
la disipacién de la energia, es importante realizar més pruebas para poder descartar los
términos que realmente no estén aportando informaciéon y explorar la introduccién de otros
que permitan generar predicciones mas precisas de los experimentos. Ademas es importante
ejecutar otros casos de prueba de los cuales se tengan datos experimentales que permitan

encontrar otros aspectos importantes para trabajar en el mejoramiento del modelo.
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Apéndice A

Polinomios de Legendre y método

de colocacién

Los polinomios de Legendre son los polinomios ultraesféricos de Jacobi (Funaro, [1992).
Esto es una funcion alternativa de los polinomios de Chebychev para problemas no periodi-
cos (Boyd, |2001). Para definir los polinomios de Legendre de orden NN, se pueden expresar

mediante el uso de la formula de Rodrigues (Shen et al.| [2011)).

1 dav,

— N
= 2NN!@<$ - 1) (A1)

PN(JJ)

donde |z| < 1. La férmula de recurrencia de tres términos se da por la ecuacion
(Funaro, 1992 [Shen et al., [2011)).

2N -1 N -1
N
La Figura muestra los polinomios de Legendre desde O-th hasta 6-th orden, obteni-

Py_s(x) (A.2)

dos con el uso de la formula de recurrencia (Ecuacion[A.2). Los polinomios de Legendre son
no uniformes, con baja amplitud sobre la mayor parte del intervalo excepto en las capas
limites extremadamente angosta, donde el polinomio se eleva a uno o cae en menos uno
(Boyd, |2001)). Los polinomios tienen un méaximo local, tanto en z = 1 como = = 0 (Boyd,
2001]).

Hay dos razones por las que esta falta de uniformidad y el error més pobre de los
polinomios de Legendre no son particularmente molesto para los practicantes de elementos
espectrales (Boyd, 2001)). En primer lugar, el grado de los polinomios de cada elemento es
més bien pequeno, rara vez superior a N = 8. En segundo lugar, la Figura muestra

que las capas limite en el que el polinomio de Legendre es grande son muy delgadas. Sin
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Figura A.1: Polinomios de Legendre para 0 < N < 6, estimado con la formula de recurrencia

(Ecuacion [A.2)) (Canutol, 2006).

P\®)

Figura A.2: Polinomios de Legendre para N = 100. También es un esquema que ilustra la
forma de todos los polinomios de Legendre Boyd (2001)
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Apéndice A. Polinomios de Legendre y método de colocacion

embargo, las soluciones a los problemas de contorno se ven limitados por las condiciones de
contorno (Boyd| [2001)). Para los elementos espectrales, existe alguna restriccion, incluso en
las paredes interiores del subdominio porque las expansiones en cada elemento adyacente
deben tener valores comunes en las paredes comunes. Por lo tanto, las expansiones de
elementos espectrales en los polinomios de Legendre se ven limitados por las condiciones
de frontera para estar cerca de la solucién exacta precisamente en aquellas regiones en las
que los errores en una serie de Legendre de otro modo son grande (Boyd, 2001)).

Los puntos del método de colocacién son dados por los puntos de Gauss-Lobatto-
Legendre, definidos como las raices del polinomio (1 — x2)P} (z). No existe una formula
explicita conocida para estas raices.

Asociado con los puntos de Gauss-Lobatto es la férmula de cuadratura, afirmando que

si f(x) es un polinomio de grado 2N — 1, entonces

N 1
> = [ (e (A.3)

k=0
donde zj, son los puntos de colocacion de Gauss-Lobatto-Legendre (Figura [A.3), y los

pesos de Gauss-Lobatto, wy, son dados como

2 1

W = — , 1<k<N-1 (A.4)
N +1 Py(wg) Pn-1(7k)
2
W) = WN = — <
N(N +1)
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Figura A.3: Distribucién de los puntos de Gauss-Lobatto-Legendre en funcién del grado del
polinomio.
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En un método de colocacion de Legendre, la funcion, f(z), se aproxima por una funcion
de malla, fr = f(x1), donde los puntos de la malla son los puntos de colocacion de Gauss-
Lobatto (Hesthaven and Gottlieb, [1996)). De este modo, se construye un interpolador global
de Legendre, Iy, para obtener la funcién de aproximacion,

N
(Inf)(@) = fulr(z)
i=0
donde los polinomios de interpolacién Legendre-Lagrange son dados como

(1 —2*)Py(x)

l(x) = - N(N + 1)(z — %) Py(z5)

La construcciéon

(Inf)(x) = fr

Para buscar ecuacién para una solucion aproximada, (I f)(x), a una ecuacion diferen-
cial parcial, se necesita obtener los valores para las derivadas espaciales en los puntos de
colocacion (Hesthaven and Gottliebl [1996). Esto se realiza mediante la aproximacion de un

operador diferencial por un operador de matriz, con las entradas de la matriz dados como

Dyj = U(wy)
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