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PREFACIO

La Facultad de Ingenierías Físico-Mecánicas y la Facultad de Ciencias de la Universidad Industrial 
de Santander tienen el honor de presentar las memorias con los trabajos científicos sustentados 
durante el XI Congreso Colombiano de Métodos Numéricos 2017, evento que se desarrolló del 16 
al 18 de agosto de 2017 en la Universidad Industrial de Santander, en el campus de la sede 
Bucaramanga.

Este XI CCMN, con su slogan Simulación en Ciencias y Aplicaciones Industriales, se diseñó con el 
propósito de presentar y socializar los avances en materia de investigación sobre el estado del 
arte, desarrollo y aplicación de los métodos numéricos bajo los siguientes ejes temáticos: 
Modelado matemático, Optimización HPC y programación en paralelo, Evolución y desarrollo de los 
métodos numéricos (Análisis numérico, Técnicas adaptativas en métodos numéricos, 
Estimaciones de error, Métodos de simulación), Aplicaciones de los métodos numéricos a la 
mecánica de sólidos, materiales y estructuras, Sistemas dinámicos y control, Bioingeniería, 
Fenómenos de transporte, Electromagnetismo y electrónica, Economía y finanzas, Física clásica y 
cuántica y Problemas y aplicaciones industriales

Durante el Congreso, el Comité Organizador ofreció los siguientes cursos: Métodos de 
discretización mimética dictado por el profesor José Castillo, la Ecuación de Ondas en Geofísica 
por el profesor Victor Pereyra, Control y Simulación Numérica- Avances recientes y desafíos por el 
profesor Enrique Zuazua y Nonlinear Finite Element Analysis por el profesor J.N. Reddy, a quienes 
expresamos nuestro agradecimiento por su apoyo, respaldo y participación en este evento. La 
programación incluyó la presentación de ponencias y pósteres de investigadores y estudiantes de 
diferentes partes del país y del exterior.

Así mismo, expresamos nuestro agradecimiento al Comité Organizador y al Comité Científico. Sin 
su incasable trabajo no hubiese sido posible la evaluación de algo más de 180 resúmenes y 
trabajos en extenso. Igualmente, especial agradecimiento a las empresas que patrocinaron 
nuestro congreso y a todos los voluntarios (estudiantes de la UIS) que asumieron el reto de 
colaborar por el buen desarrollo del Congreso. Finalmente nuestro reconocimiento a la profesional 
Mónica Plata Villamizar, coordinadora de la organización, por su invaluable dedicación y 
compromiso, y al profesional Harlinzon Sanabria, diseñador de nuestros logos, página web, folletos, 
etc.

RICARDO ALFREDO CRUZ HERNANDEZ
Presidente del Comité Organizador
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Avances en la implementación de métodos espectrales para fluidos no Newtonianos
Mario G. Trujillo, Jorge A. Escobar, Alfonso M. Ramos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Implementación y estudio de un algoritmo con refinamiento de malla fijo (FMR) para
ecuaciones diferenciales parciales (EDP) hiperbólicas en 1D
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Sebastián Torres M, Raúl A. Valencia, Miguel Bernal Ry John Bustamante Osorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491
Métodos numéricos aplicados a la biomecánica de la columna vertebral

Jairo Enrique Contreras Blanco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503
Aplicación de MATLAB en la industria: Modelado cinético del proceso de oxidación avanzada UV/H2O2
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Modelos económicos y sistemas caóticos: Estudio mediante dinámica de sistemas

Giampaolo Orlandoni Merli, Josefa Ramoni Perazzi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 557
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en amputados transfemorales

Carlos A. Mejı́a Blandón, Liliana M. Bustamante Goez, Junes A. Villarraga Ossa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 599
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Alejandro Ruiz Sánchez, Yhon L. Castañeda Ceballos, Jorge A. Sierra Del Rio,
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2 Instituto Geofı́sico Universidad Javeriana, Calle 7 No. 42-41, Bogotá, Colombia
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Resumen: Tanto en la naturaleza como en procesos creados por el hombre se genera transporte de sustancias mediante flujos.
Una forma de representar el comportamiento de los materiales al fluir es mediante una relación constitutiva de esfuerzo de
corte y tasa de deformación, y cuya proporción está dada por un parámetro conocido como viscosidad. La viscosidad puede
presentar un comportamiento lineal y no lineal, dependiendo del tipo de fluido, y que tı́picamente se hace dependiente de la
tasa de deformación cuando es no lineal [5]. Estas relaciones constitutivas son introducidas a las ecuaciones completas de
momentum y también a sus versiones reducidas como aguas someras, con el fin de representar el movimiento de fluidos tanto
Newtonianos como no Newtonianos. Con el fin de evaluar la potencialidad de los métodos espectrales para solucionar ecuaciones
de conservación para fluidos no Newtonianos, en este trabajo se presenta los avances en la implementación de un modelo
basado en las ecuaciones de aguas someras para fluidos no Newtonianos, utilizando una técnica llamada método penalizado de
multidominos espectrales [3]. Se analizaron dos casos de prueba que son comúnmente utilizados para determinar las bondades
de los métodos numéricos empleados en soluciones de las ecuaciones de aguas someras, como es el colapso de una Gaussiana y
un cilindro vertical.
Palabras y frases claves: Fluidos no Newtonianos, ecuaciones de aguas someras, métodos espectrales.

1. INTRODUCCIÓN
En la industria y en la naturaleza existe procesos conocidos como flujos, que consiste en un movimiento relativo de dos
elementos adyacentes de material (deformación), es decir, un elemento se mueve con relación al otro [1]. Dependiendo
del tipo de material se puede observar comportamientos diferentes el flujo, de modo que, existen múltiples modelos
que permiten describir el comportamiento de cada tipo de material. Por ejemplo, si la relación esfuerzo taza de
deformación el lineal, entonces se dice que el modelo a emplear es Newtoniano. Mientras que, si dicha relación es no
lineal, existen otros modelos que básicamente se describen como leyes de potencia sin y con un esfuerzo de fluencia,
es decir un esfuerzo que debe ser superado para que el material fluya. El planteamiento de modelos no lineales es
relevante para la descripción de flujos naturales como lodos y detritos Estos modelos constitutivos son introducidos
en la ecuación de la segunda ley de Newton para que permitan describir los esfuerzos sufridos por el fluido durante su
movimiento. Para facilitar la solución a este tipo de problemas es común integrar las ecuaciones de masa momentum
en la profundidad, y suponer que la presión actúa de forma hidrostática. En este trabajo se presentan las ecuaciones
anteriormente descritas con un modelo constitutivo que relaciona esfuerzos con tasa de deformación y que sigue un
comportamiento de ley de potencia. El sistema de ecuaciones es solucionado mediante un método espectral llamado
método penalizado de multidominios espectrales (SMPM). La importancia del uso de esta técnica de discretización
espacial está enmarcada en el bajo error numérico proporcionado en casos de referencia como se muestra en Escobar-
Vargas et al., [2]. Aquı́ se probaron dos condiciones iniciales una en forma de campana Gaussiana y otra un cilindro
vertical, con el fin de probar las bondades del método numérico para solucionar un fluido que sigue leyes de potencia.
Los resultados muestran soluciones satisfactorias, ya que, para diferentes tipos de fluidos, es posible apreciar las
diferencias en la solución en el mismo instante de tiempo.

2. ECUACIONES DE GOBIERNO
Para describir el movimiento del fluido se parte de las ecuaciones de conservación de masa y momentum en las
siguientes subsecciones.
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2.1. Ecuaciones de masa y momentum
La ecuaciones que tı́picamente describen el flujo de un material son las ecuaciones de conservación de masa y mo-
mentum, para un fluido incompresible, en forma general son

@ui
@xi

= 0, (1)

@⇢ui
@t

+
@⇢uiuj
@xj

= ⇢gi +
@ij
@xj

, (2)

donde ui = (u, v, w) representa el vector velocidad, xj = (x, y, z) es el vector de dimensiones espaciales, gi cada
componente de la gravedad y ij es el tensor de esfuerzo. Para describir el comportamiento del fluido es necesario
introducir un modelo constitutivo, cuya estructura está regida por una ley de potencia

ij = pij + 2µ0I
(n1)
2 "ij , (3)

donde p es el componente isotrópico, µ0 es conocido como un ı́ndice de consistencia, n es el ı́ndice de ley de potencia,
"ij es el tensor tasa de deformación, y I2 es la segunda invariante del tensor tasa de deformación. Si n = 1 y µ0 = µ
entonces el fluido es Newtoniano. Al reemplazar el tensor tasa de deformación "ij se obtiene que

ij = pij + 2µ0I
(n1)
2

1

2

✓
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@xj

+
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@xi

◆
. (4)

2.2. Integración en la profundidad
Al suponer que las variables en el plano horizontal son mucho mayores que las variables en dirección vertical, y que
la presión actúa de forma hidrostática, es posible promediar dichas propiedades en la profundidad bajo el siguiente
concepto,
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Z h
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u2dz,
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1

h

Z h

0
ijdz

(5)

donde la barra denota la propiedad promediada en la profundidad,  es un factor de corrección de momentum que
da cuenta de la forma del perfil de velocidades que para este trabajo se tomó como la unidad, y h = H + ⌘ es la
profundidad del flujo, siendo H una profundidad media y ⌘ el desplazamiento de la superficie libre. Si se promedia
en la profundidad las ecuaciones de masa y momentum, empleando la regla de derivación bajo el signo de la integral
de Leibniz y las ecuaciones presentadas en (5), entonces el sistema de ecuaciones resultante es
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= 0, (6)
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Para obtener los esfuerzos promediados en la profundidad tal como aparece en la ecuación (6), la ecuación (3) deberı́a
ser integrada la profundidad, pero esta labor no es sencilla de desarrollar. De modo que en este trabajo empleamos
el mismo enfoque propuesto en Quecedo et al., [4], donde se considera una ecuación constitutiva promediada en la
profundidad siendo función de un tensor tasa de deformación promediado en la profundidad,

ij = p̄ij + µ0Ī
(n1)
2

✓
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@xj
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@xi

◆
, (9)
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donde i, j = 1, 2. Ahora el tensor tasa de deformación tiene solamente dos componentes, ya que se tiene un sistema
bidimensional con variables integradas en la profundidad. También el segundo invariante que aparece en la ecuación
(9), se define en función de dichas variables, y puede ser escrita de forma concisa como
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. (10)

Si se reemplaza el tensor tasa de deformación, las ecuaciones de masa y momentum integradas en la profundidad y
con el término de la presión supuesta como hidrostática al lado izquierdo del sistema, entonces resulta que
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@y2

◆
+ µ0

✓
@ū

@y
+

@v̄

@x

◆
@

@x

h
hĪ
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@ū

@y

◆
@

@x

h
hĪ
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3. TÉCNICA DE DISCRETIZACIÓN
El sistema de ecuaciones planteado anteriormente puede ser reescrito en forma conservativa de la siguiente manera:
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= S(q), (14)

donde q denota el vector de las variables conservativas, F(q) y G(q) representan los flujos horizontales en la direc-
ción x y y, respectivamente, y S(q) es el vector que contiene los términos fuente. Al descomponer este sistema de
ecuaciones se tiene
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Por problemas de estabilidad, en este trabajo se ha dado solución al sistema planteado anteriormente, ya que los dos
últimos términos de las ecuaciones (12) y (13) dificultan la obtención de la solución estable.
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3.1. Método espectral
Para la discretización espacial de las ecuaciones promediadas en la profundidad se emplea el método penalizado de
multidominios espectrales (SMPM) desarrollado por Hesthaven y Gottlieb [3]. El SMPM consiste en un enfoque
de colocación con múltiples elementos discontinuos rectangulares que no se superponen y están conectados por un
término de penalización que asegura la estabilidad de la solución mediante la imposición de una continuidad débil
en las interfaces subdominio [2, 3]. Debido a la discontinuidad intrı́nseca del método y la unión entre las caras, la
formulación del SMPM se presenta en dos partes, el interior subdominio, y el tratamiento de las interfaces.

3.1.1. Interior del subdominio. El SMPM se basa en un enfoque de colocación en subdominios bidimensionales
cuadriláteros y discontinuos, donde, dentro de cada subdominio cualquier función q(x, y, t) se puede aproximar me-
diante el uso de polinomios interpolación de Lagrange de Nésimo orden en una malla de Gauss-Lobatto-Legendre
(GLL) dado como [3],

q(x, y, t) =
NX

i=0

NX

j=0

q(xi, yi, t)li(x)lj(y), (17)

donde q(x, y, t) es el valor de la función en el punto discreto (xi, yj), y li(x), lj(y) son el iésimo polinomio de
interpolación de Lagrange sobre la base de los puntos GLL en la dirección x y y, respectivamente.

3.1.2. Tratamiento de las interfaces. La forma penalizada de las ecuaciones en un punto de colocación situado en
los lı́mites de un subdominio requiere la adición de un término de penalización que permite establecer continuidad
entre elementos contiguos [2], ası́:
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= S(q)e +

4X
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⌧̂eQen
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donde n(e,l) es el vector unitario que apunta hacia el exterior en la dirección del volumen de control de e a l, Qe es
la función delta Dirac que no es cero solo en las interfaces de los subdominios, donde el término de penalización es
activado, =e y =l representan los flujos positivos y negativos en los puntos de la malla en las interfaces especificas
del subdominio en el subdominio bajo consideración y ⌧̂e es el coeficiente de penalización descrito como ⌧̂ ⌘ |⌧ | =
1/!s [2]. Los pesos de cuadratura ! son asignados a los puntos de GLL a lo largo de las interfaces de la izquierda,
derecha, abajo y arriba, que para un orden de aproximación polinómica uniforme N , se puede emplear un único valor
en cada subdominio dado como ! = 2/N(N + 1), y s = (x,y) en función de la orientación de las interfaces
de subdominio [2].
Para mantener el orden de la precisión ofrecido por el método de discretización espacial se emplea un esquema
Runge-Kutta de preservación de estabilidad fuerte (SSP-RK) para la discretización temporal [2].

4. CASOS DE PRUEBA
Para dar solución al sistema de ecuaciones, se realizaron pruebas con dos tipos de condiciones iniciales, una suave y
otra discontinua. La función suave es representada por una campana Gaussiana (Figura 1), mientras que la función
discontinua representada por un cilindro (Figura 2), y ambas funciones son liberadas de forma repentina para un
t > 0.

72



Figura 1: Condición inicial suave, campana Gaussiana.

Figura 2: Condición inicial discontinua, cilindro vertical.

El dominio del experimento numérico está dado como: x = [0,0, 1,0]m, y = [0,0, 1,0] m, la altura media H =
1,0m, la amplitud de la Gaussiana es de h = 0,8m. Para el cilindro se tiene el mismo dominio computacional:
x = [0,0, 1,0]m, y = [0,0, 1,0]m, y la altura de cilindro es h = 0,2m. El radio tanto de la Gaussiana como del cilindro
es R = 0,1m. El tiempo en el cual se desarrolla la simulación es: tiempo inicial t0 = 0s, y el tiempo final tf = 0,10s.
En la discretización espacial se imponen 30 subdominios en cada dirección, para un total de 900 subdominios y
dentro de los subdominios se imponen 6 puntos de integración en cada dirección, teniendo ası́ 36 puntos dentro de
cada subdominio para un total de 32400 puntos en todo el dominio. Por otra parte, las condiciones de frontera se
imponen como reflectivas en los cuatro lados del dominio.

5. RESULTADOS
En las Figuras 3-5 se muestra la solución para la condición inicial de la Gaussiana, probando tres diferente valores del
exponente de la ley de potencia (n =0.6, 2.0 y 10.0), es decir se está solucionado el sistema para tres diferentes tipos
de fluidos, un fluido conocido como “shear thinning” y dos de tipo “shear thickening”. Bajo las mismas condiciones
se puede apreciar en las tres figuras que para el mismo instante de tiempo, cada fluido presenta un comportamiento
diferente.
Por otra parte la Figuras 6-8 se muestra la solución para la condición inicial del cilindro, probando tres los mismos
valores del exponente de la ley de potencia (n = 0.6, 2.0 y 10.0), que se emplearon en la Gaussiana. Aunque son
los mismos tipos de fluidos empleados en la simulación, se puede apreciar que entre ellos tienen un comportamiento
semejante a causa de la condición inicial. Además, la discontinuidad que presenta el cilindro es influyente en la esta-
bilidad del método, ya que el tamaño de paso de tiempo más restrictivo para poder solucionar este caso, especialmente
si el exponente n > 1. Los dos últimos términos que aparecen en las ecuaciones 12 y 13 permiten obtener solución
solamente cuando n = 1, es decir cuando el fluido es Newtoniano.
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Figura 3: Caı́da de la Gaussiana con un valor de n = 0.6 y µ0 = 5.0⇥103, para tres instantes de tiempo t = 0.03,
0.06 y 0.1 s, (a, b y c), respectivamente.

Figura 4: Caı́da de la Gaussiana con un valor de n = 2.0 y µ0 = 5.0⇥103, para tres instantes de tiempo t = 0.03,
0.06 y 0.1 s, (a, b y c), respectivamente.

Figura 5: Caı́da de la Gaussiana con un valor de n = 10.0 y µ0 = 5.0⇥103, para tres instantes de tiempo t = 0.03,
0.06 y 0.1 s, (a, b y c), respectivamente.
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Figura 6: Caı́da del cilindro con un valor de n = 0.6 y µ0 = 5.0⇥103, para tres instantes de tiempo t = 0.03, 0.06 y
0.1 s, (a, b y c), respectivamente.

Figura 7: Caı́da del cilindro con un valor de n = 2.0 y µ0 = 5.0⇥103, para tres instantes de tiempo t = 0.03, 0.06 y
0.1 s, (a, b y c), respectivamente.

Figura 8: Caı́da del cilindro con un valor de n = 10.0 y µ0 = 5.0⇥103, para tres instantes de tiempo t = 0.03, 0.06 y
0.1 s, (a, b y c), respectivamente.
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6. CONCLUSIONES
En sistema de ecuaciones presentado en este escrito describe diferentes comportamientos dependiendo del ı́ndice de
ley de potencia. Sin embargo, es necesario comparar con mediciones experimentales para determinar la efectividad
del sistema de ecuaciones para representar el comportamiento de fluidos no Newtonianos.
El método numérico soluciona de forma satisfactoria parte de los términos planteados en el sistema de ecuaciones,
pero la solución es inestable con los últimos dos términos de las ecuaciones de momentum (ver ecuaciones (12) y
(13)). La imposición de una condición inicial discontinua dificulta la obtención de resultados de forma estable, y más
aún bajo ciertas condiciones, por ejemplo, cuando el ı́ndice de ley de potencia es n > 10.
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