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Resumen Con el fin de determinar la potencialidad de los métodos discontinuos de alto orden [6] para solucionar las
ecuaciones de flujos de detritos propuestas por Iverson y Denlinger (2001), este trabajo estudia la solución numérica de las
ecuaciones de aguas someras (SWE) como caso base para abordar los deslizamientos tipo flujo. Para la discretización espacial
de las ecuaciones de aguas someras se emplea el método penalizado de multidominios espectrales (SMPM) desarrollado por
Hesthaven y Gottlieb (1996). Este método tiene un enfoque de colocación con subdominios rectangulares discontinuos no su-
perpuestos. La continuidad interelemental se impone débilmente mediante un término de penalización que asegura la estabilidad
de la solución en las interfaces de los subdominios. Para mantener el orden de la precisión ofrecido por el SMPM se emplea
un esquema Runge-Kutta de preservación de estabilidad fuerte (SSP-RK) para la discretización temporal. La estabilidad de la
solución numérica ante la presencia de oscilaciones no deseadas, que pueden ser debidas a la presencia de zonas con altos grados
de pendiente en la solución, se asegura mediante el uso de un filtro espectral [1]. Se analizó el caso del rompimiento de una
presa, con el fin de establecer la respuesta del método ante problemas que desarrollan un frente de propagación, como es el caso
de los deslizamientos tipo flujo. Los resultados muestran que la formulación del SMPM representa correctamente la dinámica
del rompimiento de presas, dadas las caracterı́sticas inherentes del método (sin difusión y dispersión numérica). Este resultado
confirma que el método propuesto puede simular el problema de flujos de detritos en un canal.
Palabras Clave: Ecuaciones de aguas someras, métodos discontinuos de alto orden, método penalizado de multidominios
espectrales, flujo de detritos.

Abstract With the aim of determine the potential of high-order discontinuous methods [6] to solve the equations of
debris flows proposed by Iverson and Denlinger (2001), this paper studies the numerical solution of shallow water equations
(SWE) as a base case to address flow type landslides. For the spatial discretization of the debris flow equations is used spectral
multidomain penalty methods (SMPM) developed by Hesthaven and Gottlieb (1996). This method consists of a multidomain
collocation approach based on discontinuous non-overlapping rectangular subdomains that are connected by a penalty term that
ensures stability of the solution by imposing weak continuity at the subdomain interfaces. To retain the high-order accuracy
offered by the SMPM is employs a strongly stability preserving Runge-Kutta (SSP-RK) method for time discretization. The
stability of the numerical solution in the presence of unwanted oscillations, which may be due to the presence of areas with high
degrees of slope in the solution, is ensured by using a spectral filter [1]. We analyzed the case of breaking of a dam, in order to
establish the method response to problems which develop a propagation front, as is the case of the sliding type flow. The results
show that the SMPM formulation correctly represents the dynamics of the breaking of dams, given the inherent characteristics
of the method (non-dissipative and non-dispersive). This result confirms that the proposed method can simulate the problem of
debris flows in a channel.
Key words: Shallow water equations, high order discontinuous methods, spectral multidomain penalized method, debris flow.

1. INTRODUCCIÓN
Las zonas montañosas tropicales son muy susceptibles a sufrir movimientos en masa, debido a que generalmente se reúnen

cuatro de los elementos más importantes para su generación: gradiente topográfico, sismicidad, meteorización y lluvias intensas
[3, 14]. Dentro de la clasificación de los movimientos en masa se encuentran los flujos, los cuales pueden ser lentos o rápidos
dependiendo del contenido de humedad, de los tipos de material trasportados y la pendiente de la trayectoria del flujo. De
igual forma dependiendo del tamaño del material transportado durante el flujo, se puede clasificar en flujos de roca, flujos de
detritos, flujos de suelos y flujos de lodos [14]. Ası́, los flujos de detritos son vistos como procesos intermedios entre los flujos
hı́per-concentrados y deslizamientos de tierra.

Aproximadamente el 42 % de desastres causados por movimientos en masa en Japón entre los años 1989 y 2007 son atribui-
dos a los flujos de detritos [11]. También, los flujos de detritos representan el 32 % de 252 casos de movimientos en masa de
la cuenca vertiente al embalse de Rules (Granada-España) [9]. En Colombia están registrados de forma generalizada todos los
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acontecimientos que comprende el concepto de movimientos en masa. Entre los años 1989 y 2009 se reportaron en total 38347
eventos de movimientos en masa en todo el paı́s, que dejaron 38347 damnificados, 1034223 afectados, 1855 muertos, 1233
heridos y 321 desaparecidos y 85260 viviendas destruidas [12].

Los flujos de detritos deben analizarse como un problema interdisciplinario, con la participación de muchas áreas inves-
tigativas tales como: mecánica de fluidos ambiental, la geologı́a, la geomorfologı́a, meteorologı́a, hidrologı́a, conservación de
suelos y la ingenierı́a mecánica [8]. Para el análisis de estabilidad de taludes convencional se utilizan algunos métodos que re-
alizan equilibrio de fuerzas y/o momentos tales como el método de talud infinito y el método dovelas. Estos métodos realizan
suposiciones tales como: el material es rı́gido, isotrópico, homogéneo, el talud es infinitamente largo, los efectos de borde son
despreciables, la superficie de falla es paralela al talud o el modo de falla es rotacional en la mayorı́a de los casos [14]. Las
suposiciones anteriormente planteadas están establecidas para procesos cuyo modo de deformación no es desagregado, sino que
se produce al ceder una o varias superficies de rotura bien definidas, desplazándose la masa como cuerpo rı́gido [14]. Este modo
de falla no ocurre siempre, ya que un gran porcentaje de movimientos en masa lo hace de forma desagregada (flujos) como se
señaló anteriormente.

Existen métodos alternativos que permiten realizar análisis de estabilidad de taludes que están enfocados a los flujos de
detritos, que son basados en la mecánica del medio continuo desde la perspectiva Euleriana partiendo de la conservación de masa
y momentum. En estas aproximaciones se plantean algunos supuestos como que el flujo es incompresible y el momentum de
la fase sólida y fluida es considerado mediante el uso de la teorı́a de mezcla donde se tiene una densidad y velocidad promedio
ponderado, luego estas ecuaciones son simplificadas por medio de la integración en la profundidad promedio, tal como son
desarrolladas las ecuaciones de aguas someras [15].

Para la solución de las ecuaciones de flujos de detritos se han utilizado comúnmente métodos numéricos de bajo orden como
son: métodos de diferencias finitas, métodos de volúmenes finitos y métodos de elementos finitos. Estos métodos de bajo orden
introducen grandes errores debido principalmente a la difusión numérica y al bajo grado de las funciones de interpolación, con
el fin de evitar este tipo de errores Canuto et al. (2006) muestra que los métodos espectrales (alto orden) no presentan este tipo de
errores numéricos, ya que las propiedades de estos métodos permiten en algunos casos tener soluciones que se acercan a orden
de precisión del computador (10−14) [2].

Debido al alto error que se introduce en las soluciones numéricas con los métodos de bajo orden de las ecuaciones de flujos
de detritos, que tienen la misma estructura que las ecuaciones de aguas someras (ver [7]), este artı́culo presenta la solución de las
ecuaciones de aguas someras no viscosas para el caso de rompimiento de una presa que fluye a través de un canal rectangular,
que es como comúnmente se representan experimentalmente este tipo de flujos geofı́sicos, con un método espectral llamado
método penalizado de multidominios espectrales.

2. METODOS
Para generar la solución de las ecuaciones de aguas someras con el caso de rompimiento de una presa que fluye a  través

de un canal se realiza la discretización espacial con el método penalizado de multidominios espectrales (SMPM) desarrollado
por Hesthaven y Gottlieb (1996). Este método tiene un enfoque de colocación con subdominios rectangulares discontinuos
no superpuestos. La continuidad interelemental se impone débilmente mediante un término de penalización que asegura la
estabilidad de la solución en las interfaces de los subdominios. Para mantener el orden de la precisión ofrecido por el SMPM se
emplea un esquema Runge-Kutta de preservación de estabilidad fuerte (SSP-RK) para la discretización temporal. La estabilidad
de la solución numérica ante la presencia de oscilaciones no deseadas, que pueden ser debidas a la presencia de zonas con altos
grados de pendiente en la solución, se asegura mediante el uso de un filtro espectral [1].

2.1. Ecuaciones de aguas someras
Las ecuaciones de aguas someras no viscosas (SWE) regulan el comportamiento de un fluido con una extensión horizontal

mucho más grande que su profundidad, y se obtiene aplicando la aproximación hidrostática a las ecuaciones incompresibles de
Navier-Stokes. La formulación de las ecuaciones de aguas someras en forma primitiva están dada como:

∂h

∂t
+
∂hu

∂x
+
∂h v

∂y
= 0 (1)

∂hu

∂t
− ∂hu2

∂x
− ∂hu v

∂y
= −g ∂h

∂x
(2)

∂h v

∂t
− ∂hu v

∂x
− ∂h v2

∂y
= −g ∂h

∂y
(3)

Donde u y v son las velocidades horizontales en la dirección x y y respectivamente, h es el desplazamiento de la superficie
libre y g es la gravedad. Las ecuaciones de aguas someras pueden ser escritas de forma conservativa de la siguiente manera:

∂q

∂t
+
∂F (q)

∂x
+
∂G(q)

∂y
= S(q) (4)
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Los vectores q, F (q), G(q) y S(q) son:

q =


φ

φu

φ v

 =


q1

q2

q3

 , F (q) =


φu

φu2 + 1
2 φ

2

φu v

 =


F1

F2

F3

 , G(q) =


φ v

φu v

φ v2 + 1
2 φ

2

 =


G1

G2

G3

 (5)

S(q) =


0

0

0

 (6)

Donde q es la variable conservativa, F (q) y G(q) son los flujos horizontales en las direcciones x y y respectivamente, S(q)
es el término fuente y φ = gh es la altura geopotencial.

2.2. Discretización espacial
Para la discretización espacial de las ecuaciones de aguas someras se emplea el método penalizado de multidominios espec-

trales (SMPM) desarrollado por Hesthaven y Gottlieb (1996). Especı́ficamente, el SMPM consiste en un enfoque de la función
de proximidad multidominio basada en subdominios discontinuos rectangulares que no se superponen y están conectados por un
término de penalización que asegura la estabilidad de la solución mediante la imposición de una continuidad débil en las inter-
faces subdominio [6] [5]. A causa de la discontinuidad intrı́nseca del método y el papel fundamental de la unión entre las caras,
la formulación del SMPM se presenta en dos partes: el interior subdominio (subsección 2.2.1) y el tratamiento de interfaces
(subsección 2.2.2)(Figura 1).

2.2.1. Interior del subdominio. El SMPM se basa en un enfoque de colocación en subdominios bidimensionales cuadriláteros
y discontinuos, donde, dentro de cada subdominio, cualquier función q(x, y, t) se puede aproximar mediante el uso de poli-
nomios interpolación de Lagrange de N-ésimo orden en una malla de Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) dado como [6]:

q(x, y, t) =
N∑
i=0

N∑
j=0

q(xi, yj , t)li(x)lj(y) (7)

Donde q(xi, yj , t) es el valor de la función en el punto discreto (xi, yj), y li(x), lj(y) son el i-ésimo y j-ésimo polinomio
de interpolación de Lagrange sobre la base de los puntos de GLL en la dirección x y y, respectivamente.

2.2.2. Tratamiento de las interfases. La forma penalizada de las SWE en un punto de colocación situado en los lı́mites de
un subdominio requiere una formulación similar de las ecuaciones de Navier-Stokes compresible para un flujo que reacciona
quı́micamente [5].

∂qe

∂t
+
∂F e

∂x
+
∂Ge

∂y
= S(q)e +

4∑
l=i

τ̂eQen
(e,l) · [F e − F l] (8)

Donde n(e,l) es el vector unitario que apunta hacia el exterior en la dirección del volumen de control de e a l, Qe es la
función delta Dirac que no es cero solo en las interfases de los subdominios, donde el término de penalización es activado, F e

y F l representan los flujos positivos y negativos en los puntos de la malla en las interfases especı́ficas del subdominio en el
subdominio bajo consideración y τ̂e es el coeficiente de penalización descrito como:

τ̂ ≡ |τ | = 1

ω∆s
(9)

Donde ω son los pesos de cuadratura asignados a los puntos de GLL a lo largo de las interfaces de la izquierda, derecha,
abajo y arriba, que para un orden de aproximación polinómica uniforme, N, se puede emplear un único valor en cada subdominio
dado como: ω = 2/N(N + 1), y ∆s = (∆x,∆y) en función de la orientación de las interfaces de subdominio.
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Figura 1: Unión de 4 subdominios discontinuos con 13x13 puntos dentro de cada subdominio.

2.3. Discretización temporal
Para mantener el orden de la precisión ofrecido por el SMPM se emplea un esquema Runge-Kutta de preservación de

estabilidad fuerte (SSP-RK) para la discretización temporal [5]. Considerando el siguiente valor inicial de un problema:

dq

dt
= R(q) (10)

La predicción en el tiempo n+ 1 se basa en la solución existente en el tiempo n y los términos de forzamiento de R(q). El
esquema se puede escribir como [13]:

q0 = qn (11)

qi =
i−1∑
k=0

(αikq
k + ∆tβikRq

k), i = 1, 2, ..., s (12)

qn+1 = qs (13)

Donde s es el número de etapas del enfoque SSP-RK, αik y βik son coeficientes constantes [13], y ∆t es el tamaño del paso
de tiempo en un tiempo especı́fico.

2.4. Técnica de estabilización
En el tratamiento interfacial del método penalizado de multidominios espectrales, no hay término disipativo que elimine

oscilaciones no deseadas de altos número de onda que se desarrollan en simulaciones altamente no lineales [5]. Por lo tanto,
la estabilidad de la solución numérica de las ecuaciones de aguas someras ante la presencia de oscilaciones no deseadas, que
pueden ser debidas a la presencia de zonas con altos grados de pendiente en la solución, como es el caso de rompimiento de una
presa (Figura 2), se asegura mediante el uso de un filtro espectral [1].

3. CASO: ROMPIMIENTO DE UNA PRESA
Para determinar si el SMPM puede simular de un flujo de detritos de pequeña escala, se realiza una simulación del caso de

rompimiento de una presa que fluye por un canal de dimensiones 0.20 x 1.20 m, el tiempo inicial t0 = 0s. y el tiempo final
tf = 0,20s, el volumen de fluido es de 0.04 m3, por lo que las dimensiones de la presa inicialmente son de 0.20 x 0.20 x 1 m tal
como se muestra en Figura 2.

En la discretización espacial se imponen 12 subdominios en la dirección x y 6 subdominios en la dirección y, para un total
de 72 subdominios y dentro de los subdominios se imponen 13 puntos en cada dirección, teniendo ası́ 169 puntos dentro de
cada subdominio para un total de 12168 puntos en todo el dominio (Figura 1). Las condiciones de frontera se imponen como
reflectivas en los cuatro lados del dominio.

El cálculo del número de Courant se emplea una técnica de celdas de orden superior, donde se definen las celdas sobre la
base de los puntos GLL en cada subdominio. Una velocidad media y la altura geopotencial se define en el centro de cada celda.
Con estas consideraciones, el número de Courant se define como [5]:

CFL = max
(

∆t(U+
√
φ)

∆s

)
(14)
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Donde ∆t es el tamaño de paso de tiempo que para este ejercicio es definido como ∆t = 0,3x10−3, U es la magnitud de la
velocidad promedio en la celda, φ es la altura geopotencial promedio de la celda y ∆s =

√
∆x2 + ∆y2 es el espaciamiento de

la malla. Se espera que se rompa la presa y exista un flujo a través del canal rectangular, de simular este evento es muy posible
que este método espectral simule flujos de detritos.

Figura 2: Condición inicial en t0 = 0s de una presa con un volumen 0.04m3.

4. RESULTADOS
En la Figura 3 se presenta lı́neas de la altura de la superficie libre h del agua durante el flujo para 5 instantes de tiempo

t1 = 0,01s, t2 = 0,05s, t3 = 0,1s, t4 = 0,15s, t5 = 0,2s a partir de la solución numérica de las ecuaciones de aguas someras
para el caso de rompimiento de una presa. El número de Courant promedio con el cual se asegura la estabilidad en la solución
numérica es CFL = 0,63 y con esto presenta soluciones adecuadas para cada instante de tiempo en donde se de la solución. Con
esto se puede ver que el método penalizado de multidominos espectrales puede simular numéricamente el caso de rompimiento
de presa que es como comúnmente se intentan predecir los flujos de detritos tal como se hace en Denlinger y Iverson (2001), y
Pudasaini et al. (2005).

A partir de la simulación se puede observar que la onda viaja rápidamente a través del canal en la dirección x debido a que no
son consideradas fuerzas viscosas y de fricción como se desarrollan en el término fuente en las ecuaciones de flujos de detritos
(Ver [4] y [10]). También se puede observar en la Figura 3 como se mantiene una alta pendiente en el frente de onda durante el
desplazamiento en la dirección x, mientras que la cola de la onda va suavizando la pendiente durante el viaje. El filtro asegura
la estabilidad de la solución, de tal modo que no se generen oscilaciones como pueden presentarse en problemas discontinuos,
para ello inicialmente el filtro suaviza ligeramente la pendiente de la compuerta de la presa (Figura 2). Además, como propiedad
intrı́nseca del método penalizado de multidominios espectrales no presenta error numérico por difusión y dispersion numérica,
como si sucede con los métodos de bajo orden.
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Figura 3: Solución numérica del espesor de la superficie libre para el caso de rompimiento de una presa que fluye a
través de un canal rectangular para un tiempo inicial t0 = 0s y un tiempo final tf = 0,2s.
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5. CONCLUSIONES
El método penalizado de multidomios espectrales predice adecuadamente el caso de rompimiento de una presa que fluye por

un canal rectangular. El método penalizado de multidominios espectrales soluciona las ecuaciones de aguas someras con bajos
ordenes de error, lo que indica que puede solucionar las ecuaciones de flujos de detritos presentadas por Iverson y Denlinger
(2001) cuya estructura es similar a las ecuaciones de aguas someras. A partir de este trabajo se pretende introducir los térmi-
nos fuente S(q) que tienen las ecuaciones de flujos de detritos propuestas por Iverson y Denlinger (2001), y con ello simular
numéricamente este tipo de eventos. Con la solución numérica de las ecuaciones de flujos de detritos se quiere determinar la
efectividad del método penalizado de multidominios espectrales para simular los flujos de detritos a partir de la comparación
con una solución analı́tica para ciertos casos especiales.
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