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OPTIMIZACIÓN DE 

PARÁMETROS DE FLUJO EN 

MEDIOS FRACTURADOS. 
 

Resumen 

El entendimiento del flujo de agua en medios fracturados es un problema muy complejo, este tipo de rocas 

tiene un gigantesco número de fracturas con propiedades desconocidas, razón por la cual estos medios son 

modelados en un marco estocástico. Una de los métodos para la modelación de los macizos fracturados es la 

aproximación por redes de fracturas discretas (DFN) donde las fracturas son modeladas por medio de 

funciones de densidad de probabilidad [e.g., Donado, 2009] y de sus propiedades (longitud, orientación, 

localización, densidad y tamaño). Con el objetivo de hacer el problema posible en términos paramétricos, se 

usa la metodología propuesta en [1]. Se usaron pruebas hidráulicas, que fueron realizadas en el sitio el 

Berrocal (Centro de España), cinco familias geológicas fueron identificadas en este macizo. Cuatro 

algoritmos de optimización fueron utilizados para representar las pruebas, (i) Simulaciones de Monte Carlo, 

este se fundamenta en la generación de una nube de puntos sobre una distribución uniforme en el espacio 

paramétrico de la posible solución, (ii) Método de máxima verosimilitud, que consiste en maximizar la 

probabilidad de observación de los datos medidos contra la probabilidad de los parámetros, (iii) SCE-UA, el 

cual combina las fortalezas de los algoritmos evolutivos de búsqueda aleatoria controlada (CRS) con el 

concepto de evolución competitiva [2]. Y (iv) PSO, que es una técnica basada en optimización estocástica 

inspirada en el comportamiento de aves y peces. Como resultado se obtuvo una representación del sistema que 

modelo los procesos de flujo en la formación objeto de estudio y se sugiere una metodología para abordar este 

tipo de casos. 

 

 

Palabras Claves: Optimización, Estocástico, Funciones de densidad de probabilidad, Medios fracturados, 

redes  de fracturas discretas. 
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OPTIMIZATION OF FLOW 

PARAMETERS IN FRACTURED 

MEDIA 
 

Abstract 

The understanding of groundwater flow in fractured media is a very complex, these types of rocks have a 

gigantic number of fractures with unknown properties, reason why these media are modeled in a stochastic 

framework. One of the methods for the modeling of fracture massif is the Discrete Fracture Network (DFN) 

approach where fractures are modeled by means of probability density functions [e.g., Donado, 2009] of their 

properties (length, orientation, location, density and size).With the objective of having a feasible problem in 

parametric terms, we use the proposed methodology in [1]. We use hydraulic tests, which were realized, in El 

Berrocal Site (center Spain), five families of fractures were defined in this massif. Four algorithms of 

optimization were used to represent the tests, (i) Monte Carlo simulations, which are funded in the generation 

of a cloud of points over an uniform distribution in the parametric space of the possible solutions, (ii) 

Maximum likelihood, that consists on the maximization of the observation probability of the measured data 

against the parameters probability, (iii) SCE-EA, which combines the strength of the evolutionary 

algorithms of controlled random search (CRS) with the concept of competitive evolution [2]. And (iv) PSO, 

that is a population technique based on stochastic optimization inspired in the behavior of birds and fishes. 

The result was a representation of the model system flow processes in order to study the formation and suggests a 

methodology to address such cases. 

 

Key Word: optimization, stochastic, function de distribution de probability, fracture media, discrete 

fractures network. 
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1 Introducción 

 

Entre los muchos sistemas acuíferos heterogéneos, los macizos fracturados de baja 

permeabilidad son sin duda los más difíciles de estudiar. En general, los recursos hídricos 

son escasos en estas áreas, sin embargo, su uso se hace de manera indiscriminada ya sea para 

consumo o explotación de recursos naturales como es el caso de la minería. Adicionalmente, 

el estudio de estas formaciones resulta de gran importancia al momento de realizar 

prospecciones geológicas para proyectos tales como excavaciones subterráneas de gran 

longitud que es el caso de proyectos de túneles. 

 

La modelación de diferentes procesos en estos medios es un reto, dada la inherente 

complejidad geométrica que se deriva de la existente heterogeneidad a todas las escalas, lo 

que significa que el número de fracturas depende del marco de observación. Por otra parte, 

el flujo es controlado por una pequeña serie de conductos que transportan la mayor 

proporción del flujo total; la localización de estos conductos depende de los gradientes 

regionales y de la anisotropía vinculada a la tectónica [1], y esta localización determina los 

patrones flujo. El volumen del fluido está conectado a través de vías formadas por las 

fracturas cuando la permeabilidad de la matriz rocosa es insignificante con respecto a la de 

las fracturas, especialmente de las rocas de baja porosidad como granitos.  

 

En general todos los procesos en medios fracturados pueden ser modelados desde una 

serie de enfoques que pueden ser clasificados en tres (3) grupos dependiendo del grado de 

heterogeneidad [3; 4; 5]: medio poroso equivalente (EPM), medio poroso embebido con 

fracturas (aproximación mixta), y las redes de fracturas discretas (DFN). Todas estas 

aproximaciones han sido ampliamente aplicadas para el problema de evaluación y migración 

de contaminantes. 
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La aproximación por EPM es la más simple de todas, y está basada sobre la 

consideración que la heterogeneidad inherente al sistema puede ser descrita completamente 

por el uso de parámetros representativos de procesos simples. Mayormente, el dominio es 

modelado como el conjunto de un medio poroso equivalente con un tensor de la 

conductividad hidráulica [6; 7; 8], y un tensor de dispersión efectiva. La dirección principal 

del tensor efectivo K  es gobernada por la dirección de las conducciones principales, la cual 

puede ser asumida del campo de observaciones. Una desventaja de este modelo es la 

dificultad de definir un volumen elemental representativo (VER) [9]. Así, los valores del 

tensor de K cambian con respecto a la escala de interés. 

 

Numerosos experimentos de campo han demostrado que el flujo en medios fracturados 

altamente heterogéneos toma lugar a través de caminos preferenciales de flujo [10; 11; 12]. 

Estos caminos o canales pueden representar menos del 30 % del volumen de fracturas [13; 

12]. Dada esta alta heterogeneidad de flujo, la aproximación clásica continua para 

representar las fracturas en rocas, que modela el medio como un medio poroso equivalente, 

resulta una aproximación pobre, al menos en escalas pequeñas e intermedias de trabajo. La 

escala de homogeneización, cuando esta existe, es a menudo más grande que el campo de 

mediciones o el modelo numérico. 

 

El método híbrido representa el medio poroso equivalente con redes de fracturas discretas 

embebidas. En esta aproximación se asume que las fracturas más relevantes pueden ser 

detectadas por medio de una intensiva prospección geológica. La exploración debe incluir, 

como mínimo, cartografía geológica detallada, prospección geológica y sísmica, así como un 

conjunto de pruebas de flujo y trazadores en pozos [14]. Las fracturas son embebidas 

deterministicamente en el medio, y sus propiedades son independientes de las del medio 

poroso equivalente. 

 

El método de las DFN es una aproximación espacial discreta que considera el flujo en 

macizos rocosos fracturados mediante un sistema de fracturas conectadas. Por esta razón, es 

necesario crear un conjunto de fracturas que se intersecten, lo cual representa en términos 

cuantitativos las diferentes familias registradas dentro del dominio tridimensional. Desde 

este punto de vista se hace importante la caracterización geológica, geométrica e hidráulica 

de estas fracturas [15; 16; 17]. 
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El fundamento de la mecánica de fluidos sobre fracturas con una matriz de permeabilidad 

despreciable es resumido en [18; 19], [20] los cuales analizan la difusión dentro de la matriz 

rocosa bajo la condición de flujo transitorio. La técnica fue creada en la década de los 80 

tanto para problemas 2D como para 3D [16; 21; 22; 23; 24; 25; 26] y fue desarrollado 

continuamente con muchas aplicaciones en ingeniería civil, ambiental, ciencias de la tierra y 

otros campos de la geoingeniería.  

 

El modelo DFN se establece sobre el entendimiento y representación de dos (2) factores: 

la geometría del sistema de fracturas y la apertura de las fracturas individuales. El primero se 

basa en simulaciones estocásticas de los sistemas de fracturas, utilizando las distribuciones 

de probabilidad de los parámetros geométricos de las mismas (densidad, orientación, 

tamaño, apertura o transmisividad), las cuales son formuladas de acuerdo a resultados de 

mapeo en campo, además de la hipótesis sobre la forma de las fracturas (circular, elíptica o 

poligonal en general). El mapeo directo solo puede llevarse a cabo en la superficie expuesta 

de tamaño limitado, en pozos de diámetros, longitud, profundidades limitadas y en las 

paredes de las excavaciones subterráneas (túneles, cuevas, pozos, etc.). La fiabilidad de la 

información de la red de fracturas depende de la calidad de la cartografía y muestro, y por lo 

tanto su adecuación y fiabilidad es difícil de evaluar. Igualmente es difícil determinar la 

apertura de la población de las fracturas, debido al hecho que las pruebas In Situ y de 

laboratorio solo se pueden realizar con un número limitado de muestras de fracturas de 

lugares restringidos [27]. 

 

En repetidas ocasiones se ha encontrado que las superficies de la fracturas pueden exhibir 

características fractales, que en su mayoría se caracterizan por el exponente de Hurst de una 

ley de potencia. Aunque el origen de este fenómeno no ha podido ser explicado [27], la ley 

de potencia indica la existencia de un efecto de escala que puede tener profundas 

implicaciones en la modelación matemática de las fracturas. Si este efecto de escala existe 

en todas las escalas con igual o similar grado de importancia, las propiedades físicas de las 

fracturas deben ser función de los tamaños de fracturas en todos los intervalos, lo que podría 

presentar un desafío especialmente difícil para la caracterización de las propiedades físicas 

de grandes fracturas más allá de escalas de laboratorio. Donde un elemento de tamaño 

representativo (RES) de fracturas, podría no existir. Sin embargo se encontró en [28; 29] y 

en [30; 31; 32] que el umbral de estacionariedad de la rugosidad superficial es alcanzado con 

el incremento progresivo de tamaños del área de muestreo, más allá que el efecto de 
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escalado exista o no. Este descubrimiento indica que algunas escalas de rugosidad pueden 

existir y el factor de propiedades físicas representativas puede ser caracterizado a esta escala.  

 

Las mediciones topográficas de las superficies de las fracturas hechas con perfilómetros 

2D  o 3D , como todas las otras pruebas de laboratorio sobre muestras de fracturas se 

realizan generalmente a pequeñas escalas, de varias decenas de centímetros de longitud, y en 

algunos casos, el umbral de estacionariedad no puede ser alcanzado, dado el hecho, que el 

tamaño de la muestra es demasiado pequeña o la estructura de estacionariedad no existe (la 

superficie de la fractura no es nominalmente plana pero es dominada por ondulaciones o 

inclinaciones). Mediciones detalladas de la rugosidad en grandes escalas rara vez son 

reportadas, con excepción de [33], el cual utiliza la técnica de estación total, lo cual indica la 

presencia de múltiples ordenes de rugosidad en la fracturas y correlación en los cambios de 

longitud. La dificultad es que, cuando este tamaño representativo es más grande que las 

pruebas de laboratorio, la medición directa de las propiedades físicas se hace difícil porque 

las pruebas de campo implican más incertidumbre en el control de las condiciones iniciales y 

de contorno para la prueba. 

 

En las fracturas de la roca la suposición más común es que las paredes son de superficies 

planas, lisas y en paralelo, para que la ley cúbica pueda ser fácilmente aplicada [27]. Esta 

simplificación es particularmente conveniente para los modelos DFN a gran escala de un 

gran número de fracturas. Sin embargo, las superficies de las fracturas son rugosas y la 

aplicabilidad de la ley cúbica puede ser no apropiada en todas partes [34; 35; 36; 36; 37; 38; 

39; 28]. 

 

En la práctica común, la apertura hidráulica de la fracturas se deduce en las pruebas de 

laboratorio, o en pruebas de campo con el supuesto que la ley cúbica es válida [40] con el 

conocimiento de la geometría de las fracturas y el gradiente de presión. La primera técnica 

tiene el inconveniente que la condición inicial (in situ) de las muestras de fracturas no se 

mantiene dada la destrucción que se produce durante el muestreo, por lo tanto el valor de la 

apertura calculada puede no tener las propiedades del estado inicial, aunque pueden ser 

determinadas de pruebas de flujo bajo estimaciones normales en la profundidad de muestreo. 

La última técnica sufre las limitaciones habituales de las pruebas de campo con 

incertidumbre inicial y condiciones de contorno, la incertidumbre geométrica de las fracturas 
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ensayadas y los posibles efectos de fracturas ocultas y desconocidas conectadas con la 

fractura de prueba. 

 

La mayoría de los modelos DFN define por conveniencia que la forma de las fracturas 

individuales son circulares, ya que la forma real de las fracturas es desconocida. Sin 

embargo, para grandes escalas de modelos DFN con un alto grado de densidad de fracturas, 

el efecto de las formas de las fracturas sobre el resultado final puede estar disminuido o 

reducido. Por otro lado, las formas de las fracturas individuales pueden llegar a ser 

importantes en las fracturas que afectan la conectividad del sistema, si la población de las 

fracturas no es tan grande. El asunto de las formas de las fracturas está aún sin resolver y 

seguirá siendo así por un futuro previsible.  

 

Las simulaciones estocásticas de sistemas de fracturas constituyen la base de las 

aproximaciones DFN y desempeñan un papel crucial en el rendimiento y fiabilidad de los 

modelos por DFN. El proceso clave es la creación de funciones de densidad de probabilidad 

pdf  del conjunto de parámetros geométricos de las fracturas como densidades, 

localización, orientación y tamaño, basado en mapeos de campo usando pozos localizados, 

mapeo de superficies o técnicas geofísicas [41]. La generación de las realizaciones de los 

sistemas de fracturas de acuerdo a estas pdf  y suposiciones acerca de la forma de las 

fracturas (circular, elíptica o poligonal) [42; 43; 44] es entonces un simple proceso numérico 

inverso. Una cuestión fundamental en esta técnica es el tratamiento del sesgo en la 

estimación de densidades, orientaciones y longitudes de fracturas. Un notable desarrollo 

reciente es el uso de ventanas circulares de mapeo [45; 46] que proporcionan un importante 

adelanto en este sentido. 

 

La principal limitación del enfoque por DFN se da al tratar de acoplar esta aproximación 

con el problema inverso. La dificultad viene de la combinación de un gran número de 

fracturas, diferentes parámetros hidráulicos para cada fractura deben ser estimados, y 

combinados con un gran número de realizaciones. [47] Presentan una metodología para la 

modelación de flujo en agua subterránea por medio de caminatas aleatorias de tiempo en 

redes fracturadas y [5] presentan un análisis cuantitativo y cualitativo de la influencia de las 

propiedades de las fracturas en el comportamiento hidráulico del sistema, dando respuesta a 

la pregunta acerca de la delimitación y caracterización de las discontinuidades propuesta por 

[48]. 
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A pesar de las limitaciones del modelo DFN, este goza de amplias aplicaciones para 

problemas de flujo en medios fracturados, debido principalmente a que hasta la fecha es una 

herramienta adecuada para modelar fenómenos de flujo, a escalas grandes y pequeñas. La 

aplicación a escalas pequeñas es donde el dominio de la geometría de la fractura a la misma 

escala o inclusive moderadas hace que el volumen principal del que se dispone sea 

inaceptable para aproximaciones continuas en tales escalas. La aplicación de grandes escalas 

es donde propiedades de grandes volúmenes de roca necesitan ser aproximados a través de 

un proceso de escalado y procesos de homogeneización usando modelos de DFN con 

modelos de incrementos de tamaño. Este último es necesario cuando representaciones 

explicitas de un gran número de fracturas hace que el modelo directo de DFN sea menos 

eficiente, y la modelación continua con propiedades equivalente sea más atractiva [27]. 

 

El concepto de redes de fracturas discretas estocásticas puede ser más adaptable para 

simular el flujo a escalas pequeñas e intermedias, cuando se espere que se canalice el flujo. 

En dos (2) dimensiones [49; 50; 51], y en tres (3) dimensiones, [52] se propone el modelo de 

canalización de flujo a la escala de fractura por discretización de la conductividad de 

fracturas de acuerdo con las distribuciones estadísticas. Esta aproximación es una mejor 

presentación de las características de flujo locales con homogeneización. 

1.1 Identificación del problema  
Al realizar un análisis hidrodinámico de medios fracturados se presenta el problema de 

identificación de los parámetros efectivos del mismo. Este problema se presenta por la gran 

cantidad de variables que deben ser tenidas en cuenta a la hora de intentar modelar este tipo 

de medios. Como se mencionó previamente existen tres metodologías, entre ellas, las redes 

de fracturas discretas (DFN). Esta última representación simula la red teniendo en cuenta las 

propiedades geométricas e hidráulicas de cada una de las fracturas que conforman el 

sistema, lo cual conlleva a trabajar en un entorno con un gran número de parámetros a 

estimar. 

 

En un entorno con tantas variables a estimar, se da el inconveniente de obtener todo un 

conjunto de combinaciones de parámetros hidráulicos (conductividad hidráulica K  , y 

coeficiente de almacenamiento S  ) que logran representar los procesos de flujo para una 
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condición dada, sin embargo, al intentar simular escenarios distintos al de calibración, todas 

estas combinaciones arrojan diferentes resultados, debido a que muchas carecen de sentido 

físico y sólo son respuesta a un problema numérico planteado. 

 

Se dispone de un escenario de simulación, descrito posteriormente, a partir del cual se 

quiere realizar la optimización del análisis de pruebas de bombeo desde el enfoque del 

problema inverso utilizando diferentes métodos, es decir, encontrar la combinación óptima 

de parámetros hidráulicos que representan de la mejor manera las condiciones muestreadas 

por las pruebas de bombeo.  

1.2 Objetivo general 
Optimizar el análisis de pruebas de bombeo en medios fracturados representados por 

medio de DFN. 

1.2.1 Objetivos específicos 
 Identificar la variabilidad de los parámetros hidráulicos de las familias de fracturas 

ante el proceso de optimización. 

 Realizar el análisis de sensibilidad de los parámetros hidráulicos obtenidos mediante 

el problema inverso. 

 Realizar el proceso de escalado de los parámetros hidrodinámicos y definir así los 

parámetros efectivos del medio fracturado. 

1.3 Planteamiento  
 

El problema inverso consiste en obtener un estimador de los parámetros de la ecuación 

que representan el problema físico a modelar, utilizando información previa sobre los 

mismos (obtenida, por ejemplo, mediante ensayos de campo o de laboratorio), su estructura 

de correlación, así como información acerca de la variable de estado [53]. En el contexto de 

la hidrogeología subterránea [54] se basa en la estimación de los parámetros de un acuífero 

(transmisividad, almacenamiento, etc), a partir de medidas directas de los mismos y de 

variables dependientes de ellos, tales como los niveles el agua.  
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A diferencia de la modelación tradicional la modelación inversa es más compleja debido 

a que involucra una gran cantidad de pasos de los cuales la estimación de los parámetros no 

es necesariamente el más importante ni el que requiere más tiempo, en este caso definir la 

estructura del modelo puede ser equivalente a describir la estructura física del sistema en 

términos de parámetros del modelos. Uno de los pasos más importantes en el proceso es la 

parametrización, la cual consiste en expresar los parámetros físicos como una función de 

parámetros del modelo, y uno de los problemas que se presentan en la estimación de 

parámetros es que diferentes conceptualizaciones puede conducir a un modelo de similar 

rendimiento. Además, si la estructura del modelo es incorrecta, sus parámetros pueden no 

tener relación con su representación física [55]. 

 

Una vez se tenga bien definida la estructura básica del modelo se debe elegir un método 

adecuado de optimización que permita identificar los parámetros que gobiernan los procesos 

de flujo en la formación. Aquí se introduce el concepto de caja negra, en donde se conocen 

las entradas y las salidas pero no el sistema físico a modelar. Las redes de fracturas se 

generan de forma estocástica basándose en un proceso de prospección geológica que de 

antemano tiene un alto grado de incertidumbre dada la dificultad en la toma de información, 

por eso es necesario elegir un método de búsqueda que sea capaz de identificar los 

parámetros representativos del sistema dentro de una superficie paramétrica con infinidad de 

soluciones. Este es el punto clave del presente trabajo, evaluar diversas metodologías de 

búsqueda que han sido aplicadas ampliamente en diferentes campos de la investigación con 

resultados satisfactorios. 
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2 Redes de fracturas discretas 

Las redes de fracturas discretas son una aproximación especial discreta que permite 

modelar los procesos de flujo con un elevado nivel de detalle, sin embargo para hacer que 

este método se viable, se deben realizar múltiples simplificaciones sobre el sistema físico, el 

más importante de ellos es agrupar la fracturas en familias, reduciendo así el costo 

computacional. Esta metodología a diferencia de las tradicionales que suponen un grado de 

anisotropía en el medio tiene un elevado nivel de dificultad que es inherente a la 

complejidad de este tipo de formaciones.  

 

El método se basa en reconocer que las fracturas están geológicamente agrupadas en 

familias, de modo que es posible escribir los parámetros hidráulicos para todas las fracturas 

que pertenecen a todas las familias como el producto de dos (2) valores, uno específico para 

cada fractura individual (tomadas de una distribución a priori) y una segunda que es un 

factor fijo que se aplica a todas las fracturas que pertenecen a una familia determinada. Este 

último parámetro es el que se va a estimar, lo que reduce el número de parámetros a estimar 

por órdenes de magnitud, haciendo el problema factible en términos de posibles 

sobreparamterizaciones [1]. 

 

Este método ha sido aplicado en la interpretación de ensayos hidráulicos y de trazadores 

en el batolito del Berrocal dentro del contexto del proyecto HIDROBAP-II, financiado por 

ENRESA y la comisión de seguridad nuclear de España (CSN). Interpretaciones de estos 

mismos ensayos ya han sido validadas en la literatura [56] por medio de aproximaciones con 

el modelo mixto, el cual permite comparaciones de las dos (2) metodologías. 

 

Los medios geológicamente fracturados son extremadamente complejos y su 

caracterización es muy demandante tanto en recursos como tiempo. Las redes de fracturas 
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están presentes en todo el mundo y a todas las escalas de observación, desde fracturas 

regionales a microscópicas (Ver Figura N° 2-1). 

 

Una red de fractura discreta (DFN) es una representación tridimensional completa de la 

geometría individual de las fracturas, con sus intersecciones y parámetros hidráulicos. Un 

mapa de DFN contiene un gran número de fracturas que van desde muy grandes a muy 

pequeñas, sin tomar en cuenta la importancia hidráulica de cada una. 

 

 
Figura N° 2-1a 

 

 
Figura N° 2-1b 

 

 
Figura N° 2-1c 

 
Figura N° 2-1d 

 

Figura N° 2-1 Medios geológicamente fracturados. Figura N° 2-1a Vista del plano de 

estratificación de la fractura natural en la formación cretácea Dakota, (cuenca de san juan, 

2000), Fuente: http://www.cspg.org/students/lectures/hart-bruce.cfm; Figura N° 2-1b Dique 

del lago punto, (boise state university, 2007), Fuente: http://www.geology.um.maine.edu/ 

geodynamics/analogwebsite/undergradprojects2007/morgan%20ers%20416%202007/backg

round.html.html. Figura N° 2-1c Fisura eruptiva en el borde sureste de la caldera del kilauea, 

(Hawai’i, 1998). Fuente: http://volcanoes.usgs.gov/images/pglossary/fissure.php. Figura N° 

2-1d Deformación planar vista como imagen microscópica, (2010), Fuente: 

http://sciencewise.anu.edu.au/articles/big%20impact. 

 

http://www.cspg.org/students/lectures/hart-bruce.cfm
http://volcanoes.usgs.gov/images/pglossary/fissure.php
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El gran desconocimiento del número de fracturas, junto con su localización en la 

extensión del macizo rocoso obliga a que este tipo de formaciones se estudien desde un 

marco estocástico, por lo tanto, las fracturas son modeladas por medio de distribuciones de 

probabilidad de sus propiedades geométricas: longitud, orientación, localización, densidad, 

apertura y correlación espacial entre fracturas. Este método incluye conceptos tales como 

geometría fractal, escalado y teorías de percolación [57]. Diferentes métodos de 

generaciones son sintetizados en la Tabla N° 2-1. 

 

Además de la complejidad de la geometría, cada fractura tiene un comportamiento 

hidráulico característico. Una fractura individual puede ser modelada como si tuviera una 

separación constante (enfoque de placas paralelas) o una variable. En el modelo anterior, un 

valor de transmisividad T  se puede definir para cada fractura desde la perspectiva de la ley 

cúbica, es decir, T  es proporcional a 3b , donde b es la separación entre las fracturas [9; 58; 

59]. En realidad, las fracturas varían espacialmente, luego el agua tiende a fluir a lo largo de 

pequeñas porciones de la fractura, desarrollando canales [60; 50; 61; 62] que cubren 

pequeñas porciones de las fracturas. En cierto sentido, puede decirse que el agua fluye a 

través de una red de interconexiones 1-D. La ubicación real de estos canales y sus 

parámetros hidráulicos relacionados dependen del flujo y pueden cambiar con la variación 

del tensor de esfuerzos [63; 7; 64]. 

 

Los análisis de pruebas de bombeo y de trazadores en redes de fracturas tienen una serie 

de inconvenientes. Se demuestra que el número de fracturas existentes en un sistema no está 

definido, ya que las fracturas abarcan todas las escalas. Es decir que el número real de las 

fracturas en una ventana determinada puede ser modelado usando conceptos de fractales, y 

por lo tanto es necesario definir valores superiores e inferiores de corte para generar 

realizaciones de la red con un número finito de fracturas [1]. Además, cada fractura 

individual debe tener una distintiva característica hidráulica. En la interpretación de pruebas 

de bombeo, es necesario encontrar el estimativo de un gran número de parámetros en un 

marco de modelación inversa. Esta labor resulta formidable, pero el problema no radica en la 

magnitud si no en que se trata de un problema de sobreparametrización. 



 

12 
 

2.1 Metodología para la generación de las DFN 
La generación de la red es iniciada por medio de una distribución espacial de Poisson que 

localiza de forma aleatoria los nodos, al tiempo que respeta los límites de densidad 

volumétrica de nodos en un dominio cúbico. Entonces para un determinado umbral de flujo, 

aumenta el número de nodos con la desviación estándar de la distribución de la 

conductividad. La consecuencia es que la densidad de nodos puede variar en el espacio y 

permitir que ésta, una red 3-D, puede ser dividida en entidades designadas como Sub-Redes. 

 

Una vez se siembran los nodos en el volumen del paralelepípedo de la Sub-Red de 

acuerdo con la densidad volumétrica, el siguiente paso, es dibujar la red de tuberías que hace 

referencia a una fractura, es decir, se modela el sistema como una red interconectada, por 

donde solo se mueve el agua. Esta tubería es situada enteramente en el plano de fractura, por 

lo tanto, su orientación en el espacio puede estar conducida por la dirección de la pendiente 

más inclinada del plano de fractura y el ángulo de la pendiente más inclinada con respecto al 

plano horizontal. 

 

Tabla N° 2-1Clasificación de los modelos matemáticos para una fase de flujo. Estos 

métodos representan la heterogeneidad del medio geológico fracturado por medio de 

aproximaciones por dfn [3] 
Representación de la heterogeneidad Parámetro clave Referencia 

DFN con estructura simple 

Estadística de la geometría de la red. 

Distribución de la conductividad hidráulica de las 

fracturas. 

[65] 

DFN con matriz de difusión 

Estadística de la geometría de la 

Distribución de la conductividad hidráulica de las 

fracturas. 

Porosidad y conductividad hidráulica de la matriz. 

[66] 

DFN con relación espacial entre 

fracturas 

Parámetros a controlar en el grupo de fracturas, y 

propiedades fractales de la red 

[67] 

[17] 

Discontinuidades equivalentes 
Tensores equivalente de la conductividad 

hidráulica 
[68] 

Enfoque continuo para DFN 
Estadística de la geometría de la red. 

Distribución de la transmisividad de la red. 

[69] 

[63] 

Estadística de transporte continuo 
Estadística de la geométrica de la red. 

Distribución de la transmisividad de la red. 
[70] 

Discontinuidad equivalente Parámetros fractales [71] 
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A continuación se presenta una metodología aplicada para modelar flujo en medios 

geológicamente fracturados por medio de un enfoque de DFN. Esta metodología consiste en 

una serie de etapas que incluyen la caracterización de las funciones de distribución de, 

cantidad, tamaño, alineación y ubicación de las fracturas, y que consta de cuatro (4) módulos 

(cada una hace referencia a una de las funciones de distribución) que se ejecutan de forma 

secuencial para producir una realización de un sistema fracturado [1] . 

 

En el proceso de generación, la concatenación conceptual de cada uno de los módulos 

debe seguir el principio de conservación de densidad de fracturas, lo cual implica que cada 

nueva red de fracturas generada debe respetar las funciones de densidad impuestas: el 

resultado es un método sintético, en el cual fracturas adicionales pueden ser añadidas 

fácilmente con el fin de mejorar la conectividad de la red o la inclusión de fracturas 

específicas que se han observado. 

 

El programa MDF [72], empleado con base en el FRACAS [73] que simula el flujo 

subterráneo con redes de fracturas discretas, ha sido desarrollado en el École Nationale des 

Mines de París. En general estos modelos intentan describir el medio fracturado a partir de 

cada una de las fracturas conductivas. Esto lleva consigo tres (3) pasos: (a) generación de 

fracturas, implica la necesidad de una definición de las características de dichas fracturas 

(localización, orientación, buzamiento, densidad de fracturación, propiedades hidráulicas, 

etc.); (b) de tipo geométrico, que corresponde a la construcción de la red de facturas 

(seleccionando solo las fracturas conductivas); y (c) de tipo numérico, se refiere a la 

solución de las ecuaciones de flujo en dichas fracturas [72]. 

2.1.1 Generación de la red de fracturas discretas  
El primer pasó es definir un conjunto de familias de fracturas, a partir de observaciones 

hechas en campo o sobre la tectónica. Cada familia está compuesta por una seria de fracturas 

cuya ubicación, geometría y orientación se define en términos de funciones de densidad de 

probabilidad pdf  con el apoyo de datos de campo como cartografía y geológica [74]. La 

apertura de las fracturas puede ser definida basándose en el trabajo de campo o en las 

consideraciones tectónicas, y a través de caracterizaciones por medio de pdf . 
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La red de fracturas es directamente generada a partir de estas pdf  que pueden estar o no 

condicionadas a los datos duros. La aproximación habitual es seleccionar una geometría 

particular que pueda ser fácilmente parametrizada. La forma usual son discos. Una fractura 

individual se caracteriza en un espacio 3-D por medio de un punto (ubicado en el centro) una 

longitud (el radio), tres (3) ángulos (orientación) y una distancia de apertura, la cual se 

considera constante. Todos estos parámetros se han extraído de las pdf  de forma 

independiente o conjunta de las distribuciones. En este último caso el procedimiento es 

seguir un método secuencial, donde los parámetros se han extraído de funciones de densidad 

condicionadas.  

2.1.1.1 Localización espacial de las fracturas  

En esta parte de la metodología, la distribución de los centros de fracturas es obtenida. El 

modelo más ampliamente empleado es el de Poisson, con densidades variables o constantes, 

sin embargo, otros modelos pueden ser usados, tal como la distribución de Gibbs,” birth-

death”, o fractales [75]. Independientemente del modelo elegido, es necesario proveer un 

conjunto de valores a las variables que se parametrizan (Ver Tabla N° 2-2). El área simulada 

puede ser poblada por realizaciones individuales utilizando diversas técnicas estadísticas, 

incluidos muestreos al azar, algoritmos genéticos o recocido simulado [76; 77]. 

2.1.1.2 Cantidad de fracturas  

Existen diversas metodologías para especificar la cantidad de fracturas en la simulación 

de una DFN. Se puede hacer directamente proporcionando un número total de fracturas o 

dando una densidad (espacialmente variable) y persistencia de las fracturas [78; 79]. El 

primer método no establece una relación entre las fracturas existentes y el volumen de la 

roca donde se realiza la generación, mientras que el último relaciona las fracturas con el 

macizo rocoso. 

2.1.1.3 Tamaño de las fracturas  

El tamaño de las fracturas es dado por un parámetro simple, que es el radio de la fracturas 

asociado a una función de densidad de distribución típica, Log-Normal, Hiperbólica, 

exponencial. En general, estas funciones son restringidas por un número limitado de 

parámetros [80]. Una modificación simple de un enfoque basado en discos es caracterizar las 

fracturas como elipses, que están definidas por dos (2) distribuciones de parámetros, uno 
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para la longitud del semi-eje y otro para el eje de anisotropía. El tamaño de las fracturas 

también puede ser generado por un área asociada pre-específica, que se convierte en un 

disco, una elipse, un polígono regular o irregular, o para cualquier superficie rugosa. [81; 82; 

83; 42; 84; 78]. 

 

Tabla N° 2-2 Parametrización de variables del número de posibles procesos de generación. 

[1] 
Proceso Parámetro 

Poisson con densidad constantes Número de fracturas y campos de densidades 

Poisson con densidad variable Número de fracturas, variación espacial de las densidad ( )P x  

Gibbs Número de elementos y tasa de energía de la función de Gibbs 

birth-death Número final e inicial de elementos y la tasa de aparición y desaparición de 

ellos 

Salvo Nmero inicial y final de los elementos per Salvo, y la función de distribución 

de los elementos inicial y final 

Fractal Número de elementos y dimensión fractal  

2.1.1.4 Alineamiento de las fracturas  

El alineamiento depende de la estructura geológica mapeada asignada a la esfera 

estratigráfica [85; 86; 87; 88]. Varias distribuciones bivariadas pueden ser utilizadas, como, 

Fisher esférico, Bingham, o Gauss esférico [89; 90]. 

 

Conociendo la localización del nodo número #n , el programa busca otro nodo # 1n + , 

para conectarlo con el primer nodo, una tubería de las familias es seleccionada 

aleatoriamente de acuerdo a una probabilidad disponible para las familias. Dos (2) ángulosθ

θ  y φ son dibujados con la correspondiente distribución estadística 

 

Por otra parte, una longitud l  es seleccionada de forma aleatoria de una longitud de 

distribuciones para la familia. Un plano virtual P  de ángulo θ  y φ  pasa por el nodo #n . 

Sobre P  un círculo virtual es dibujado en el centro del nodo #n  y de radio l . En el nodo 

#n  la línea recta ( )D  es proyectada sobre el plano P  y perpendicular a la proyección del 

gradiente de carga, divide C  en dos (2) semicírculos C+  y C− . Que corresponden a la 

dirección positiva y negativa con respecto al gradiente global de carga respectivamente. De 

acuerdo con la dirección prescrita a lo largo deC− , el algoritmo busca el nodo cerca a C− y 
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situado en un prisma del eje ( )D  y ángulo α , un parámetro de tolerancia específica. El 

prisma permite buscar un nodo # 1n +  creando una tubería entre # # 1n n− +  con pequeñas 

fluctuaciones sobre los valores prescritos de longitud y los ángulos θ  y φ . 

 

 
Figura N° 2-2 Alineamiento de las fracturas. [91] 

2.1.1.5 Localización de los Pozos 

Los pozos pueden ser introducidos en el modelo especificando para cada uno de ellos, su 

localización, las subredes que lo intersectan, la localización de los nodos de intersección, 

junto con la tasa prescrita de bombeo. Los valores de conductividad hidráulica asignados a 

la tubería que representan los pozos son mucho mayores que la asignada a las tuberías. Tal 

que la carga hidráulica calculada a lo largo del pozo es casi constante [91]. 



 
 

17 
 

 
Figura N° 2-3 Generación de una DFN. 
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3 Zona de estudio 

La metodología de generación de las DFN fue aplicada en la interpretación de diferentes 

pruebas en el sitio el berrocal, localizado en la provincia de Toledo España. Aquí cinco 

familias de fracturas fueron caracterizadas de acuerdo a propiedades geomorfológicas, la 

extensión del bloque para la simulación fue de 600 600 300 m× ×  [1]. 

 

 

Figura N° 3-1 Localización general del sitio berrocal, en el centro de España. 

 

El proyecto Berrocal es un estudio internacional con el objetivo de entender y modelar 

los procesos de migración que han controlado la distribución natural de los radionucleicos 

en una ambiente de fracturas graníticas [92]. La investigación utiliza un enfoque plenamente 

integrado de las características estructurales, hidrogeológicas y geoquímicas del sitio. Como 

Localización del proyecto 
40°05’07” N 
4°33’13” O 
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parte de la integración de esta investigación a un sistema de modelación geológica, Earth 

Vision [93] fue utilizado para proporcionar modelos geológicos tridimensionales de 

estructura del sitio y las propiedades [94; 95].  

 

La visualización de la estructura del Berrocal concentra los siguientes aspectos de 

investigación 

3.1.1 Visualización de las estructuras mineralizadas  
Este modelo fue utilizado para ilustrar la relación de las venas de mineral y diques con los 

pozos y las galerías de acceso. Diferentes cantidades de datos estaban disponibles para la 

modelación de las características de estos minerales. La vena de mineral de cuarzo (Ver 

Figura N° 3-2) ha sido mapeada en la superficie, en el acceso de la galería y en los pozos 13, 

15 y 16. El dique de Tarica (Ver Figura N° 3-2) ha sido mapeado sobre la superficie y en el 

agujero 11. La vena de Barite (Ver Figura N° 3-2) fue mapeada solo en la superficie. Para 

cada una de las estructuras mineralizadas dos (2) mallas dimensionales fueron creadas para 

la parte superior e inferior de los datos de entrada. Por lo tanto, las características se 

presentan con una discretización fina. Dados los diferentes datos de entrada, diferentes 

algoritmos de interpolación se utilizan para generar las redes en dos (2) dimisiones. Para la 

vena de mineral de cuarzo se usa un algoritmo de mínima tensión [96], para el dique de 

Tarica se utiliza una combinación de dos (2) rejillas planas y la malla de la vena de Barite se 

creó mediante la extrapolación de los datos de la superficie. 

3.1.2 Visualización de la red de fractura regional  
El modelo utiliza datos de superficie y mapeo regional, que es correlacionado con 

mediciones en los pozos [97] (Ver Figura N° 3-3). Redes individuales representan los planos 

de fracturas, no solo como superficies planas, sino también como superficies curvas. Este 

modelo fue utilizado para ilustrar la relación de la estructura de los pozos y la galería de 

acceso. 
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Figura N° 3-2 Modelo geológico del berrocal mostrando la geometría de las principales 

venas y diques en el granito y su relación con los agujeros de acceso a las galerías. Los 

números indican estos agujeros [98]. 
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Figura N° 3-3 Modelo regional de las redes fracturadas en el berrocal. Los datos fueron 

obtenidos desde sensores remotos (landsat – mss, spot y aerial fotografías) y mapeo de la 

superficie, y han sido vinculados a la información relevante de la perforación [98]. 

3.1.3 Visualización de la geometría de las redes de fracturas 
alrededor de las zonas de los agujeros  

Durante el proyecto del Berrocal, un Televiewer acústico (TLV) fue utilizado para 

investigar la geometría de las fracturas en tres (3) zonas principales de perforación [97]. La 

distancia entre los pozos de sondeo en esta zona es de aproximadamente 20m (Ver Figura 

N° 3-3). 

 

Estas zonas son: 

 Pozos 11 y 12 

 Pozos 2, 13, 15 y el acceso a la galería 

 Pozos 14, 16 y 18. 

 

La sonda (TLV) mide el intervalo de tiempo de tránsito de una onda acústica a través de la 

roca. Por lo tanto, fracturas y zonas de facturas son identificadas por el incremento en los 

tiempos de viaje. Los datos medidos por la TLV fueron separados en tres órdenes, en 
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función de este tiempo de tránsito. Las fracturas con los tiempos de viaje más grandes fueron 

comparadas entre los pozos [97].  

3.1.4 Modelación de las propiedades del macizo rocoso 
Además de la visualización geométrica y las propiedades de las fracturas, se llevaron a cabo 

modelaciones tridimensionales de la roca y propiedades de flujo. Dos aspectos del sistema 

agua-roca fueron investigados: en primer lugar, la conductividad hidráulica ( K ) y en 

segundo lugar la hidroquímica. Un modelo de variación del LogK  en la zona de pruebas 

con trazadores se ilustra en la Figura N° 3-4. Este modelo fue construido por la interpolación 

de 162 mediciones de K  [99] utilizando un algoritmo de mínima tensión [96]. En la Figura 

N° 3-4 las zonas con valores de Log K  menores a -10 han sido removidas. Esto permite 

visualizar la variabilidad de K  en el modelo. Grandes variaciones de Log K y 

canalizaciones características están presentes, como habría de esperarse en un granito de 

baja permeabilidad. Sin embargo hay áreas lejos de los pozos, donde estas grandes 

variaciones se ven suavizadas. Por lo tanto, el principal uso de este modelo es ilustrar la 

variación de K  cerca de los pozos.  

3.1.5 Caracterización de las familias de fracturas  
Con el fin de caracterizar las familias de fracturas en el sitio El Berrocal, modelos 

estocásticos con variables discretas para la forma, tipo y tamaño de fracturas son 

considerados. Estos modelos se presentan a continuación. 

3.1.5.1 Funciones de distribución de la localización y orientación de fracturas  

Un proceso de Poisson se consideró representativo de la distribución espacial de los 

centros de las fracturas. Solo, basándose en datos existentes, dos (2) funciones de 

distribución fueron encontradas apropiadas para representar la orientación de las fracturas: 

Fisher univariado y Bingham bivariado. La orientación de las diferentes fracturas fue 

asumida de datos obtenidos por los televiewer en los pozos .12S  y .13S . Ambos pozos 

están localizados al sur del dique de cuarzo que claramente separan dos (2) zonas distintas. 

Resultados de las funciones de ajuste de distribución de las fracturas son presentadas en la 

Tabla N° 3-1. En un problema 3D  es posible especificar la distribución dependiendo de la 
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dirección. Dado que la información detallada no está disponible y trabajando con el 

principio de parsimonia, se seleccionaron las distribuciones con simetría esférica. 

 

 
Figura N° 3-4 Modelo tridimensional de la conductividad hidráulica en la zona de ensayo 

de trazadores. Áreas donde el logaritmo de la conductividad hidráulica es menor que -10 

fueron removidas. El modelo ilustra la gran variación de la conductividad hidráulica y la 

presencia de canalizaciones en la matriz rocosa [98]. 

3.1.5.2 Funciones de distribución del tamaño de las fracturas  

La distribución del tamaño de las fracturas es inferida de la orientación y tamaño de los 

datos de seguimiento de las fracturas medibles. Dado que las observaciones son siempre 

parciales, el tamaño de los discos necesita ser reconstruido de las mediciones. Esto se hizo 

por un método de optimización usando recocido simulado [100]. 

 

Dos (2) tipos de distribuciones: (i) LogNormal y (ii) ley de potencia fueron usadas, 

ambas formas comparten la propiedad de contabilizar solo los valores positivos de la 

variable de estado [101]. Funciones de ley de potencia ofrecen la posibilidad de integrar 

diferentes escalas de trabajo, donde se recolectaron datos de campo a dos (2) diferentes 

escalas: 1:10000 y 1:2000. La principal diferencia en los campos simulados para las dos (2) 
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diferentes escalas fue los diferentes valores de corte usados en el proceso de generación. Los 

valores de corte fueron seleccionados tal que el número total de fracturas fuera similar [1]. 

3.1.5.3 Funciones de distribución de densidad de fracturas  

La densidad de fracturas puede ser definida en dominios 2 3D o D , como la longitud 

total de las fracturas por unidad de área 21P , o el total de fracturas por unidad de volumen en 

la roca 32P , respectivamente. La densidad de fracturas es tratada con una función espacial 

aleatoria esférica con alta incertidumbre. Adicionalmente, la distribución de densidad puede 

depender de las familias. Esto se relaciona al primer postulado de la reconstrucción de los 

campos de observación. En la Figura N° 3-5 se muestra una vista en planta de las fracturas 

observadas en campo, correspondiente a una escala de observación 1:2000. Los problemas 

de incertidumbre son causados por la escala de información disponible que produce sesgo 

artificial en la restitución de las alineaciones o en la definición de las densidades de las 

fracturas en una zona específica y no representan con exactitud toda la zona o el volumen de 

interés [79]. La geometría fractal ofrece una solución, ya que la dimensión fractal definida 

por Hausdorff que identifica el comportamiento invariante del medio fracturado 

incorporando información en todas las escala. La dimensión fractal en el sitio está en el 

rango de 0.9 a 1.7 dependiendo de la familia [1] (Ver Tabla N° 3-1 y Tabla N° 3-2). 

 

Después de la definición de la densidad, un algoritmo de recorte, es aplicado para el 

posicionamiento adecuado de las fracturas en el dominio de la simulación. 

 

 
Figura N° 3-5 Vista en planta donde se trazan las fracturas observadas en el campo a la 

escala de 1:2000. Los pozos de sondeo y un trazado del dique de cuarzo son mostrados [1]. 
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Tabla N° 3-1 Simulación de parámetros para la zona norte a escala 1:2000. 21 32P y P  Son los 

parámetros de densidad de fracturas en el superficie y el domino tridimensional [1]. 

Escala 1:2000 
Familia A 

Fisher 

Familia B 

Fisher 

Familia C 

Bingham Bivariado 

Familia D 

Fisher 

Familia E 

Fisher 

Dirección; 

Buzamiento 
5.1; 15.9 330.9; 16.7 235.4; 5 69.3; 4.4 108.4; 9.2 

pdf  LogNormal LogNormal LogNormal LogNormal LogNormal 

Dimensión 

Fractal 
1.188 1.744 1.676 0.8979 1.596 

1
21 ( )P m−

 0.002947 0.007903 0.005265 0.0006084 0.007353 

Número de 

Fracturas 
32 53 34 4 51 

1
32 ( )P m−

 0.0037199 0.0098891 0.0049653 0.0025898 0.0083553 

 

Tabla N° 3-2 Simulación de parámetros para la zona sur a escala 1:2000. 21 32P y P  Son los 

parámetros de densidad de fracturas en el superficie y el domino tridimensional [1]. 

Escala 1:2000 
Familia A 

Fisher 

Familia B 

Fisher 

Familia C 

Bingham Bivariado 

Familia D 

Fisher 

Familia E 

Fisher 

Dirección; 

Buzamiento 
180.4; 33.7 317.3; 42.4 47.8; 14.1 68.9; 12.2 276.6; 16.6 

pdf  LogNormal LogNormal LogNormal LogNormal LogNormal 

Dimensión 

Fractal 
1.509 1.581 1.417 1.098 1.436 

1
21 ( )P m−

 0.01007 0.009086 0.005556 0.001335 0.007091 

Número de 

Fracturas 
112 55 33 8 33 

1
32 ( )P m−

 0.0137020 0.0159288 0.00628119 0.00108665 0.010352018 
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4 Flujo en medios fracturados  

4.1 De una DFN a una malla numérica 
Una vez que la DFN ha sido creada, el siguiente paso corresponde en convertirla en una 

malla que pueda ser modelada. Se adopta aquí una metodología de conceptualización de 

flujo en una red de fracturas, como la de una red de canales interconectados. La metodología 

que se utiliza es una modificación del modelo de canal desarrollado por [69]. Inicialmente se 

determinan las fracturas conductivas (un conjunto de toda la red). Esta red está formada por 

grupos de fracturas que están físicamente interconectadas y solo conectadas hidráulicamente 

por los límites, tal que sean capaces de conducir agua. Encontrar la red conductiva nos 

permite eliminar sectores que están desconectados de la red principal seleccionada. Remover 

estas fracturas no conductivas permite simplificar en gran medida los problemas de sobre 

computo en grandes áreas [102]. 

 

La creación de la malla de elementos 1-D (canales) es desarrollada en tres (3) etapas.  

 

 Dos (2) discos que se intersectan son conectados por dos (2) segmentos. Cada 

uno tiene un final (nodo) localizado en el centro del disco. Estos dos (2) puntos 

son conectados por la definición de un nodo adicional, localizado en la 

intersección de las fracturas, (Ver Figura N° 4-1). 

 El paso anterior se repite para todos los disco que se intersectan a lo largo de 

áreas que se interconectan, (Ver Figura N° 4-1 ). 

 Dado que desde el paso uno (1) se deduce que cada elemento ije generado puede 

ser asociado a una fractura particular, por lo que es posible transferir 

propiedades de las fracturas a los elementos. Estas propiedades no solo incluyen 

parámetros hidráulicos, sino también el hecho que cada elemento puede estar 

asociado a una de las familias de fracturas, (Ver Figura N° 4-2). 
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Figura N° 4-1 Red conductiva interfracturas propuesta en HIDROBAP-II [72]. 

 

 
Figura 1-8 (a) 

 
Figura 1-8 (b) 

 
Figura 1-8 (c) 

 
Figura 1-8 (d) 

 

 

Figura N° 4-2 Generación de fracturas y la red conductiva. (a) corresponde con la red de 

fracturas generada e intersecada con sondeos sintéticos que representan el s-14 y él s-18;(b) 

la misma generación vista desde otro ángulo; (c) la red conductiva obtenida, con los dos 

sondeos; (d) otra vista de (c). El eje x es de norte-sur, el eje y es el este-oeste y el eje z es la 

vertical [72]. 
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4.1.1 Discretización  
La discretización involucra subdividir el dominio espacial en un conjunto de elementos 

finitos y el dominio del tiempo en un conjunto de intervalos de tiempo. El procedimiento 

para crear, introducir y verificar la malla de elementos finitos se explicará a continuación 

[102]. 

4.1.1.1 Los siguientes son los pasos para la construcción de la malla 

  Paso 1: Construcción de un mapa a escala regional, indicando las propiedades 

hidrológicas de interés. Donde se definen y marcan los límites físicos del área a modelar. 

 Paso 2: Marcar la localización de todos los pozos de bombeo y de observación, con 

el conocimiento previo de las zonas de transmisividad, almacenamiento y parámetros 

hidrológicos, y los tipos de condiciones de contorno (por ejemplo, el flujo y la carga 

prescrita). 

 Paso 3: Basándose en la información del paso 2, se utiliza el criterio para dibujar las 

líneas de corriente aproximadas al patrón de flujo que resulta del bombeo y de las 

condiciones de contorno. 

 Paso 4: Sobre la base de la red de flujo que se obtiene en el paso 3, se dibuja una 

malla de elementos finitos, usando un grupo de reglas básicas que se darán más adelante. 

 Paso 5: Número de nodos. Durante la numeración hay que mantener en mente el 

ancho de banda de la matriz. Esta se reduce al mínimo cuando la diferencia máxima entre los 

nodos adjuntos es minimizada con respecto a todos los elementos en el dominio. El tiempo 

de cálculo aumenta a una tasa mayor a la lineal con el ancho de banda de la matriz. 

 Paso 6: Establecer un sistema coordenado y registrar de forma secuencial las 

coordenadas de todos los nodos. Esto se puede hacer mediante el uso de un papel 

milimetrado, por consideraciones geométricas (si la red es bastante regular), por medio de 

un digitalizador o por un generador de malla. Este último resulta el más sencillo de utilizar. 

 

Si una coordenada de los nodos es omitida esta puede ser interpolada de formar lineal por 

TRANSIN (Ver sección 5.4.1.1). Esto puede ser utilizado para simplificar la preparación del 

archivo de entrada, cuando una secuencia de nodos son alineados y equidistantes, en cuyo 

caso solo la primera y última coordenada nodal debe ser ingresada. Nótese, sin embargo, que 

las propiedades nodales de todos los nodos interpolados serán idénticos a las del primer 
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nodo en la secuencia, a excepción de aquellos en los en los que se ha definido un valor 

distinto de cero por defecto. 

 

Al preparar el archivo de entrada para los problemas de múltiples capas, cada capa deber 

ser representada en un plano XY. La coherencia geométrica entre capas se garantiza a través 

de conexiones 1-D.  

 

Adicionalmente, las siguientes reglas generales pueden ser utilizadas como directrices en 

la construcción de un elemento finito de red. 

 

 La red debe cumplir con los límites y las interfaces entre materiales con propiedades 

diferentes. 

 Los triángulos no deben tener ángulos obtusos. 

 Cuando se resuelven problemas con elementos 2-D o 3-D tratar de evitar elementos 

especialmente alargados. En especial elementos con forma de tetraedro.  

 A pesar que los pozos de bombeo y de observación no deben caer en los puntos 

nodales, para efectos de precisión se recomiendan que si lo hagan.  

 Siempre que sea posible, es aconsejable que la malla se asemeje a la red de flujo. 

Esto facilita los regímenes de estado estacionario. O cuando los parámetros de flujo no 

cambian sustancialmente en el tiempo. 

 En los problemas de múltiples capas, es conveniente (aunque no obligatorio) tener 

rejillas con formas similares.  

 El aspecto clave en la preparación de la red es su tamaño base. El costo 

computacional crece a una tasa casi cuadrática con el número de nodos. Este costo es 

particularmente grande cuando se solucionan problemas no lineales. Por otra parte, los 

errores numéricos en la solución crecen cuadráticamente con el tamaño de la red. Esto 

implica que se debe alcanzar una relación entre gasto computacional y precisión requerida. 

Esto hace que sea imposible definir criterios absolutos para definir tamaños de cuadricula.  

4.1.2 Estimación de la parametrización  

Los parámetros hidrodinámicos del acuífero (conductividad hidráulica Κ y coeficiente 

de almacenamiento S ) son definidos sobre el dominio del flujo y sus límites. Donde, son 

función del espacio o del tiempo. En lugar de estimar estas funciones, la modelación inversa 
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requiere expresarlas en términos de un conjunto discreto de incógnitas, llamados parámetros 

del modelo. El proceso de expresar los parámetros del acuífero como función de los 

parámetros del modelo es llamado parametrización. Para un acuífero genérico los 

parámetros varían en el espacio sobre una zona dada (que sea ( )g x ). 

 

 
1

( ) ( )
N

i i
i

g f g x zona I
=

= ∈∑x x  4-1 

 

Donde ( )if x  es una función de interpolación prescrita y ig  es el correspondiente 

modelo paramétrico. Donde g no es constante a través del tiempo. 

 

Aunque los diferentes tipos de funciones de interpolación se pueden incorporar 

fácilmente en TRANSIN, solo la zonificación fue implementada porque es el mejor marco 

para los modelos geológicamente basados. Por lo tanto, los parámetros son específicos por 

zonas, los cuales pueden consistir de uno o varios elementos (o nodos) permitiendo alguna 

propiedades hidrogeológicas. Entonces, ( )g x es definido como: 

 

 ( ) ( ) ( ),g CF N G I= ×x  4-2 

 

donde x  pertenece al elemento N  (o el límite del segmento asociado con el nodo N ), 

con un término que pertenece a la zona I . Cuando ( )g x  depende del tiempo, la E.C. 4-2 se 

escribe como: 

 

 ( , ) ( ) ( ) ( )g t CF N G I FT t zona I= ⋅ ⋅ ∈x x  4-3 

 

donde ( )FT t representa un valor de función de tiempo en el tiempo t , en la zona 

determinada. Nótese que los parámetros del acuífero se toman como constantes dentro de un 

elemento dado, aunque pueden variar de un elemento a otro. La definición de ( )CF N para 

cada elemento y para cada tipo de parámetro puede ser tedioso, Sin embargo, esto produce 

significativos grados de libertad para adaptar el código a diferentes necesitadas específicas. 
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La expresión 4-3 es una descripción general suficiente de cualquier parámetro físico 

asociado con un problema lineal. Sin embargo, esto es complicado cuando el problema es no 

lineal porque depende de una variable de estado, ( )h t . Así, por ejemplo, la capacidad de la 

humedad es una función del grado de humedad que a su vez depende de la carga 

piezométrica. Se propone una expresión compacta para un parámetro físico que depende de 

una variable de estado, 

 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ( ))g t CF N G I FT t FNL I h t zona I= ⋅ ⋅ ⋅ ∈x x  4-4 

 

Aunque no todos los parámetros no lineales pueden expresarse estrictamente de acuerdo 

a 4-4, la expresión es mostrada con el fin de ilustrar al lector el tratamiento dado por 

TRANISN a la no-linealidad. En la 4-4, FNL  es un vector que depende del estado de la 

variable, h . Una diferencia significativa entre FNL , y el resto del factor es que 

,CF Gy FT están prescritos por el modelador. Por el contrario con FNL , el usuario tiene 

que definir la función FNL . TRANSIN calcula en función del tiempo según el valor actual 

de la variable de estado en los nodos de los elementos. 

 

Por lo tanto, cada parámetro de la zona, ( )G I es capaz de adoptar una forma no-lineal 

que puede tener asociada un número de funciones no-lineales. Este número, a su vez, 

conduce a una seria de datos relacionados con las características de la función, que es 

ingresada por el usuario. 

 

Por otra parte, debido a la naturaleza física, los parámetros genéricos son tratados como 

“clases” de parámetros tales como la transmisividad, coeficiente de almacenamiento o 

recarga, aunque pueden tener diferentes significados físicos. Además, los parámetros 

genéricos son considerados como parámetros potenciales del modelo, es decir se pueden 

considerar incógnitas. 

4.1.3 Verificación de la discretización 
La verificación de la malla es el proceso de asegurar que la ecuación de flujo se resuelva 

con suficiente precisión. Esto involucra “Verificación del código” en lo concerniente a 

asegurar que se esté utilizando un adecuado método numérico y que este programado sin 
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errores, TRANSIN ha sido testeado exhaustivamente, por lo que se garantiza que errores de 

este tipo pueden ser descartados [102]. 

4.1.3.1 Error en los archivos de entrada 

Considerando que la definición de la malla es bastante tediosa, se debe asumir que 

siempre se puede incurrir en errores, incluso si se utiliza un generador de la malla 

automático. La mayoría de los errores de entrada pueden ser identificados mediante el 

trazado de la malla, de preferencia con un código que pueda leer la red en el formato de 

archivos de entrada de TRANSIN, el trazado de la malla puede ayudar a identificar algunos 

errores geométricos obvios. 

 

Por conveniencia, se pueden distinguir dos tipos de conexiones: conexiones horizontales 

(conexiones pertenecientes a elementos triangulares o cuadriláteros) y conexiones verticales 

(conexiones pertenecientes a elementos 1-D). Esta nomenclatura es empleada, porque en la 

mayoría de los casos los elementos 1-D son usados para definir la conexión entre capas. 

 

NUMNP  Número de nodos 

NUMEL  Número de elementos triangulares 

NECON  Número de conexiones horizontales 

NHOLES  Número de agujeros dentro de la malla (normalmente es cero (0)). 

NCEXT  Número de conexiones definidas por los límites (tanto internos como 

externos) 

NGRIDS  Número de redes aisladas. 

 

Estas variables deben satisfacer la siguiente relación 

 

 NECON NUMNP NUMEL NHOLES NGRIDS= + + −  4-5 

  

 (3 ) / 2NECON NUMEL NCEXT= × +  4-6 

4.1.3.2 Tamaño de la discretización 

La metodología propuesta en la sección 4.1.3 ayuda a definir errores en la malla, pero no 

garantiza que la precisión sea la adecuada. Los errores de truncamiento surgen como 
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resultado de la discretización en el espacio y el tiempo. Estos se reducen, a medida que el 

tiempo de CPU aumenta, por lo tanto la refinación de la malla incrementa el tiempo de 

solución. El adecuado refinamiento se basa en el costo de la exactitud y la capacidad de 

asumir un tiempo de cálculo dado. 

 

El método más sencillo para la evaluación de los errores de truncamiento que se dan en 

una discretización espacio-temporal es por comparación con una solución analítica. En la 

mayoría de los problemas prácticos con geometría compleja no existe solución analítica. Sin 

embargo, en estos casos, se puede modificar un poco el problema con el objetivo que puedan 

ser comparados con una solución analítica. Por ejemplo, en el caso de problemas lineales, si 

se está modelando la respuesta de bombeo o inyección, es posible modificar los parámetros 

del modelo para hacer el acuífero isotrópico y homogéneo, de manera que se pueda 

comparar con una solución analítica. Sin embargo, esta comparación con la solución 

analítica es una prueba incompleta, es decir, nos permite descartar insuficiencias en las 

redes, pero no garantiza que la red es la adecuada para la real representación. 

4.2 Simulación de flujo en una DFN  
Los parámetros asociados con cada elemento en una malla de canales 1-D son la 

conductividad hidráulica ( )K  el coeficiente de almacenamiento ( )S  para flujo saturado. 

Condiciones de contorno ( )BC  deben aplicarse a todos los elementos que intersectan una 

geometría predefinida, una caja externa que contiene toda la red. 

 

En principio los problemas de flujo pueden admitir todo tipo de condiciones de frontera, 

pero estas no son fáciles de seleccionar sobre la base de consideraciones físicas. Cuando se 

analiza una prueba de bombeo, la mejor forma es seleccionar una geometría externa, tal que 

ésta no se vea afectada por el ensayo (por ejemplo abatimiento nulo en todas las fronteras). 

 

La interpretación de las pruebas de bombeo implica un proceso de calibración. Esta 

puede realizarse en principio, usando metodologías determinísticas o geoestadísticas. 

Cualquier código que pueda manejar elementos 1-D en una malla 3-D puede ser usado. Los 

puntos de observación deben pertenecer a uno de los elementos 1-D de la red conductora. 

Donde estos elementos no corresponden a ninguna familia, una familia externa debe ser 

creada (si fuera necesaria una nueva familia por cada punto de observación). 
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Con el fin de llevar a cabo el problema inverso, se considera que los valores de 

parámetros en cada elemento individual es dado por el producto de dos (2) valores: (a) un 

número específico, basado en la geometría y consideraciones de conectividad, y uno 

extraído de una pdf  previamente especificada. Y (b) un factor de escala (parámetro de 

familia), que es un valor desconocido que es el mismo para todos los elementos asociados a 

una determinada familia y estos últimos son los que se calibran, por lo tanto, el parámetro 

final particular para la pdf  de una familia dada es solo rescaldo de los valores iniciales 

asignados [1]. 

4.3 Ecuación de flujo 
A continuación se hará una descripción de la ecuación de flujo que resuelve TRANSIN. 

Donde una combinación de alternativas relacionadas tanto con la dimensionalidad 

(1 , 2 ,3 )D D D  del problema y la naturaleza del flujo (confinado, inconfinado, no saturado) 

resulta en una formulación particular de la ecuación de flujo, que deriva en una forma 

genérica de la ecuación [102]. 

 

 ( )h h q sobre
h t
θ∂ ∂

= ∇ ∇ + Ω
∂ ∂

K  4-7 

 

Donde [ ]h L  es la carga piezométrica, 2( / ) ; [ / ]h p z z p F Lγ ψ= + = + es la presión 

del agua, 3[ / ]F Lγ  es el peso específico, ([ ])Lψ es la carga de presión y [ ]z L  es la 

posición vertical a un nivel de referencia. K Es el tensor de conductividad hidráulica, 
1 2[ , / , / ]q T L T L T−  es una recarga instantánea por tamaño de elemento (longitud para 

elementos 1 D− , área para elementos 2 D− , y volumen para elementos 3 D− ), θ  es el 

contenido volumétrico del agua definido como: 

 

 wS fθ φ=  4-8 

 

Donde φ  es la porosidad, wS  es el grado de saturación y f es un factor que depende de 

la dimensionalidad y el tipo de problema. 
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4.4 Solución numérica de la ecuación de flujo 
Una vez que se definen los valores de los parámetros, se puede resolver la ecuación de 

flujo. En el caso general, esta no tiene solución analítica, solo se puede emplear métodos 

numéricos en el contexto del agua subterránea, diferencias finitas o elementos finitos que 

han sido extensamente usados [103]. En estos casos, se seleccionan el método de elementos 

finitos porque se adaptan fácilmente a la irregularidad de los límites. Se resuelve la ecuación 

de flujo usando una semidiscretización del método de elementos finitos [104] donde la 

variación espacial y temporal es considerada por separado. Aplicando un discretización 

espacial a elementos finitos en la ecuación de flujo, se obtiene diferentes sistemas. Ese 

sistema es finalmente resuelto usando diferencias finitas. 

 

 
t

δ
δ

=
hA(h)h + D(h) b(h)  4-9 

 

Donde A,D  son matrices que dependen de la forma de los elementos, parámetros de 

flujo y de la variable de estado ( )h y b es un vector que depende del área de recarga, 

parámetros de los límites y de la variable de estado. Aplicando diferencias finitas se obtiene 

para el caso lineal lo siguiente: 

 

 ( )1 11 1(1 ) 1k k k k
f f f ft t

θ θ θ θ+ +   + = + − + − +   ∆ ∆   
A D h b b A D h E.C. 4-10 

 

Donde fθ  es el peso de los parámetros de flujo ( 0 1);fθ≤ ≤  si 0fθ =  es un esquema 

explicito si 1fθ =  es implícito; si 1/ 2fθ =  es un esquema de Crank-Nicolson de segundo 

orden en el tiempo, para el resto de los valores, el esquema es de orden 1), 1k+h es el arreglo 

de las cargas en el tiempo 1k + . Este sistema es resuelto secuencialmente iniciando con 0h . 

 

El procedimiento adoptado en TRANSIN consiste en calcular ( )k jg con el promedio de 

los valores de h  por elemento. Por otra parte, este es evaluado en el tiempo k ε+ (donde ε

es un vector de error de balance de masa), diferente del k θ+  el cual es usado para calcular 
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la variable explicita, fk θ+h  [105], en resumen, este sistema fue resuelto iterativamente por 

medio del método de Newton-Raphson: 

 

 1( ) ( )f f
k

h kk k kf h
t

ε
θ θε

+
+ ++ += + − −

∆
Dh A h h b  4-11 

 ( )k kε ε+ +=A A h  4-12 

 1 (1 )fk k k
f fh h hθ θ θ+ += + −  4-13 

 

La base con la que se resuelve el sistema es actualizando el vector de incrementos 

1, 1k lh + +∆ , basándose en una aproximación previa de 1,( )k lf h +  tal como se indica a 

continuación: 

 

 
1,

1, 1 1, 1,( ) ( ) ( )
k l

k l k l k l
l

f h h h f h
h

δ
δ

+
+ + + +− =  4-14 

 

El sistema es resulto sucesivamente hasta que converge, de donde se obtiene 1kh +  

A continuación se describe la aplicación del Método de Newton-Raphson 

 

 Se inicializa el estado de la variable 1, ; 1.k lh l+ =  

 Se calculan las matrices del problema físico ( ), ( ), ( ).h h b hA D  

 Se calcula la función ( )f h y el jacobiano ( ) .f h
h

∂
∂

 

 Se actualiza el estado de la variable 1, 1 1,k l k l lk h h+ + += + ∆  

 Si el método de Newton Raphson converge, se incrementa k  y se repite el proceso. 

 Si el método de Newton Raphson falla en la convergencia, se reduce el incremento 

en el paso de tiempo t∆  

 Si las reducciones de t∆ son demasiadas se detiene. 

 Se regresa al paso dos (2) 



 
 

37 
 

5 Análisis de la prueba hidráulica 

5.1 Prueba de bombeo 
Dos (2) tipos de pruebas hidráulicas fueron desarrolladas en el sitio: (i) de agujero simple 

y (ii) pruebas de largas duración [56]. Las primeras fueron probados en pozos aislados, de 

más de veinte (20) metros en longitud, con una inyección de carga constante bajo la 

suposición de flujo radial en 2D . Las cargas fueron medidas en los pozos .2, .13 .15S S y S

por medio de medidores de presión después de largos periodos de bombeo (alrededor de 4 

días) con un caudal constante de 0.1 / minL en el pozo .2S . La distancia de los pozos de 

observación .13, .15S S  al pozo de inyección es de 19 m y 22 m respetivamente y se analizó 

un periodo de recuperación de cuatro (4) días [1]. 

 

Tabla N° 5-1 Localización, profundidad y diámetro de los pozos [56]. 
 Posición pendiente Profundidad Diámetro 

Pozo X Y Z  [m] [mm] 

S.2 370056 4451186 900.21 95 30.10 86 

S.13 370058 4451194 945.00 20 173.70 101 

S.15 370088 4451010 946.50 30 154.76 101 

5.2 Problema inverso 
El problema inverso consiste en la estimación de los parámetros del modelo a partir de 

mediciones de la respuesta del sistema y un apropiado conocimiento previo de los 

parámetros. Mientras que en la modelación tradicional, y en particular la modelación 

inversa, es vista como una simple rutina de un programa de cómputo, el problema en 

cuestión es mucho más complejo y debe ser visto bajo una perspectiva más amplia, ya que 

implica la interacción de varios pasos de los cuales la estimación paramétrica no es 

necesariamente la más importante ni la que consume más tiempo. Por lo que resulta 

conveniente distinguir los siguientes conceptos [102]. 
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Proceso de identificación (PI): consiste en la selección de los parámetros físicos y 

químicos, y las correspondientes ecuaciones, que son incluidas en el modelo numérico que 

se consideren pertinentes de la salida simulada (Ejemplo: ley de Darcy, mecanismos de 

recarga, etc.) 

 

Identificación de la estructura del modelo (MSI): se basa en la definición de la geometría 

del modelo y variación de los parámetros físicos (Ejemplo: zonas hidráulicas sobre las 

cuales la conductividad es asumida constante; limites geométricos y tipos, localización de 

las fuentes, etc.)  

 

Estimación de parámetros: es definida como la  cuantificación de todos los parámetros 

del modelo. Esto implica asignar valores numéricos a las variables que definen los 

parámetros físicos. 

 

Es cierto que, la separación de estos tres (3) conceptos es algo arbitrario. Por ejemplo, la 

localización de los límites entre dos (2) formaciones con diferente transmisividad puede ser 

un problema de MSI o un problema de estimación de parámetros. La descripción de la 

recarga puede ser un proceso idéntico a un problema de estimación de parámetros (la tasa de 

recarga puede ser estimada sobre la base de datos disponibles y despreciar su estimación si 

el valor es demasiado pequeño). De hecho estos ejemplos sencillos señalan que los tres (3) 

conceptos dependen del enfoque del modelador [102].  

 

En general, cuando se incrementa el nivel de detalle, los tres (3) conceptos se mezclan y 

la necesidad de distinguir entre ellos se reduce. 

 

Tradicionalmente, el problema inverso es definido como la estimación de los parámetros 

del modelo de mediciones de los datos de salida. Por lo tanto, el problema inverso se puede 

equiparar a estimación de parámetros. 

 

En el marco de la actual investigación, el proceso de identificación no suele ser un 

problema, porque tanto la ecuaciones de la ley de Darcy y de Richards son ampliamente 

aceptadas para el flujo de las aguas subterráneas. Por lo tanto, ignorar un proceso relevante 

en el estudio puede ser causado por descuidos. Sin embargo, el almacenamiento y los 



 
 

39 
 

mecanismos de recarga, así como la carga piezométrica depende de los parámetros del 

acuífero y el comportamiento de flujo en las fronteras, las cuales requieren esfuerzos de 

conceptualización inicial. Actualmente, se puede intentar calibrar diferentes modelos 

conceptuales y seleccionar el que conduce a mejores resultados. Sin embargo, la 

información dura (información tomada directamente en campo), rara vez es suficiente para 

seleccionar un modelo inequívoco, de modo que, tanto como procesos y estructuras del 

modelo deben ser definidos sobre la base de datos cualitativos, donde sea posible. Después 

de haber descrito adecuadamente los mecanismos físicos, la identificación de las estructura 

del modelo se convierte en un punto crítico. En nuestro contexto, la definición de la 

estructura del modelo puede ser equiparada a la descripción del sistema físico en función de 

los parámetros del modelo. Uno de los pasos más importantes en el proceso de 

parametrización, el cual se describe a continuación [102]. 

 

Uno de los problemas en la estimación de parámetros del modelo es que muchas 

conceptualizaciones diferentes pueden dar lugar a una interpretación similar del modelo. Por 

otra parte, si la estructura del modelo es correcta, sus parámetros pueden no tener ninguna 

relación con sus contrapartes físicas. Por otro lado, un buen ajuste entre las mediciones y las 

respuestas obtenidas por el cálculo computacional no garantiza que las predicciones que se 

puedan realizar sean buenas. 

 

No existen normas precisas ni un enfoque formal para definir el marco conceptual del 

modelo. De hecho, se podría argumentar que la hidrogeología tradicional está orientada 

hacia dicho objetivo. El hidrólogo debe incorporar información proveniente de muchas 

fuentes (geoquímica, litología, geología, estructural, sedimentológica, botánica, etc.) para 

crear una descripción coherente del sistema. Esta coherencia se pone a prueba a través de la 

modelación inversa, pero está claro que no se puede lograr resultados significativos si en 

primer lugar la imagen cualitativa no es buena. Es cierto que, el nivel de detalle necesario 

para la modelación inversa, el cual involucra geometría, tipos de límites y pautas de 

zonificación es mucho más alta que la que utiliza el hidrogeólogo. Por lo tanto, hay que 

dejar un cierto margen de incertidumbre en la definición precisa del modelo conceptual 
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5.3 Definición de la función objetivo 
El ideal de la calibración es encontrar un conjunto de parámetros que hacen que la 

solución del modelo sean igual a las verdaderas cargas. Este estado ideal nunca puede ser 

logrado, debido a que algunos errores no pueden ser estudiados de forma separada [102], a 

continuación se describen los más usuales. 

 

La diferencia entre la solución exacta de la ecuación de flujo y las verdaderas cargas 

piezométricas. Esta diferencia proviene de parámetros erróneos y errores en el modelo 

conceptual, además del hecho que las ecuaciones de flujo se derivan de la simplificación del 

sistema físico. 

 

Diferencia entre las cargas piezométricas reales en algunos puntos específicos y tiempos 

sobre un punto. Estos errores en la medición son causados por la interpretación errónea de 

datos, mediciones inapropiadas, entre otros.  

 

Ninguno de estos errores puede determinarse de forma individual, pero la suma de todos 

ellos sí, es decir, la diferencia entre los datos medidos y calculados. Por esta razón, la 

definición correcta debe ser la diferencia entre el valor verdadero y la solución exacta, la 

cual debe satisfacer el planteamiento del problema en términos de diferencia entre 

mediciones y datos computados (a veces llamados residuos). A continuación, se utilizará z  

para simbolizar los valores computados y *z  para los valores medidos. 

5.3.1 Formulación  
Con el objetivo de definir un buen arreglo entre los valores definidos y computados, se 

debe definir matemáticamente que es un “buen arreglo”. Lo usual consiste en definir una 

apropiada función de distancia entre z  y *z , tratando de minimizar tal distancia. Muchas 

distancias han sido utilizadas en el contexto de la hidrogeología [106; 107]. Los métodos 

pueden ser divididos en dos (2) grupos: los que definen una distancia sin ninguna 

consideración adicional acerca de los datos, y las que usan un marco estadístico, los más 

utilizados son: 
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 (1). Mínimos cuadrados, a pesar que muchas de las formulaciones no se plantean 

directamente como un problema de mínimos cuadrados, la función objetivo final se asemeja 

a la de los mínimos cuadrados. La función objetivo a minimizar es 

 

 ( *) ( *)tF z z z z= − −  5-1 

 

 (2). Mínimos cuadrados generalizados, este método se asemeja al anterior, pero incluye la 

posibilidad que las mediciones en diferentes lugares y tiempos puedan tener diferentes 

niveles de confianza, y los errores se pueden correlacionar. En este método todos los puntos 

tienen un peso relacionado con el grado de su confianza. En este caso la función se escribe 

como.  

 

 ( *) ( *)tF z z z z= − −W  5-2 

 

Donde W son los pesos definidos en una matriz simétrica definida.  

 

 (3). Máxima verosimilitud (ML), este método consiste en la maximización de la 

probabilidad de observación de los datos medidos en campo con respecto a los parámetros 

(es decir maximizar la probabilidad de los parámetros). En contraste con los métodos 

anteriores, se debe seleccionar un modelo estadístico con el fin de poder aplicar el método. 

En este enfoque se maximiza la probabilidad, dados los datos observados. En este método 

los parámetros son fijos pero desconocidos debido a la falta de conocimiento básico del 

sistema físico.  

 

 (4). Maximización de la probabilidad a posteriori. Esta consiste en maximizar la 

probabilidad de los parámetros dados en las observaciones. Al igual que en el caso anterior, 

es necesario definir un modelo estadístico para la aplicación de este. En la mayoría de los 

casos, ambos métodos dan lugar a algoritmos similares.  

 

Algunos otros métodos menos utilizados en el problema de modelación inversa en aguas 

subterráneas son el método de los momentos o la estimación Bayesiana, entre otros. 
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Los métodos (1)  y (2) , así como los (3)  y (4)  se utilizan bajo la suposición de una función 

de distribución Gaussiana, pueden ser vistos como casos particulares de una norma en nR , 

más específicamente, una norma 
2
⋅ .(sumatoria de la diferencias entre los datos medidos y 

observados elevados a una potencia 2n = ) Otros autores usan diferentes normas, por 

ejemplo 
1
⋅  [108; 109]: 

 

 *

1

n

i i
i

F z z
=

= −∑  E.C. 5-3 

 

Cada norma tiene ventajas y desventajas, 
2
⋅ da un peso excesivo a datos con grandes 

residuos, 
1
⋅  esta no es diferenciable en el origen, etc. 

 

Los primeros dos grupos de métodos (1)  y (2) , se pueden obtener como un caso 

particular de ML  cuando una distribución normal es asumida se supone el error de la carga 

piezométrica y concentración.  

 

Se seleccionó el ML  por tres (3) razones fundamentales: (i) información previa acerca 

de los parámetros puede ser introducida fácil y rápidamente [110]. (ii) Este ha sido usado 

exitosamente para la estimación de parámetros de flujo [111]. (iii) ML  conduce 

naturalmente al criterio para selección de la estructura del modelo [111]. Como se mencionó 

antes, ML puede ser pensado como un 
2
⋅  en 2R . Las desventajas están asociadas a 

grandes residuo, pero los pesos que se asignan a la variable pueden reducir 

considerablemente las grandes variaciones de estos datos. 

5.4 Algoritmos de optimización 
En este apartado se hará una breve descripción de las técnicas de optimización que se 

implementaron con el objetivo de lograr las mejores bondades de ajuste entre los valores 

simulados y las pruebas hechas en campo. 
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5.4.1 Método de máxima verosimilitud 

Definición del método. Sea R  un conjunto de observaciones (medidas de cargas 

piezométricas) y sea H  una hipótesis acerca del problema físico (parámetros del modelo y 

ecuación de flujo). Sea ( / )f R H  la función de densidad de probabilidad de los datos 

observados R  dada una hipótesis H  de acuerdo a un modelo estadístico dado. La 

probabilidad de H  dado R  es definida como ( / ) ( / )L H R kf R H= , donde k  es una 

constante arbitraria. Debe tenerse en cuenta que la constante k tiene un sólo valor para todas 

las hipótesis, dados los mismos datos y marco de modelo estadístico. 

 

El cociente de probabilidad entre dos (2) hipótesis para algunas observaciones se define 

como la relación entre probabilidades. Esta se define como 2 1
1

2

( / )( , )
( / )

H L H RL H
R L H R

= . 

 

El método de máxima verosimilitud consiste en definir los parámetros que maximicen el 

valor ( / )L H R . La base de este método radica en el axioma de verosimilitud [110], que 

considera los criterios de estimación se basan sobre los residuos, es decir, la diferencia entre 

el valor computado y el valor medido. La estructura del error es generalmente desconocida. 

La única información a la que se puede tener acceso, es una pequeña idea sobre la estructura 

de error en las mediciones. Las fuentes de error pertenecen a uno de los siguientes tres (3) 

grupos: conceptuales, computacionales y errores de medición. Los errores conceptuales se 

deben a la simplificación errónea con respecto a la mayoría de los fenómenos físicos 

importantes (condiciones inadecuadas de frontera, el análisis erróneo de los procesos 

pertinentes, etc.) y a la heterogeneización de parámetros (las zonas no representan la 

variabilidad espacial con precisión). Los errores de cálculo se deben al algoritmo numérico. 

Se relacionan con la discretización espacial y temporal y la zonificación de parámetros. Los 

errores de medición provienen de una interpretación incorrecta de los datos y de la exactitud 

de los instrumentos de medición. En conclusión, el gran número de fuentes de error que 

están presentes pueden justificar el uso del teorema de limite central, es decir, suponiendo 

que los errores se ajustan a una distribución Gaussiana. Esta hipótesis será la que conforma 

el marco estadístico en el cual se buscarán los parámetros con máxima verosimilitud. 

 

Los estimadores de máxima verosimilitud tienen algunas buenas propiedades. Sea φ la 

trasformación uno a uno en el espacio paramétrico. La tasa de probabilidad entre dos (2) 
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diferentes hipótesis es transformada por sustitución directa de p  por ( )pφ  cuando un 

conjunto de parámetros de p  es transformado en un nuevo pφ , y si el estimador de máxima 

probabilidad de p  es p̂ , luego el estimador para ( )pφ  es ˆ( )pφ  [110]. Esta propiedad 

permite hacer una transformación adecuada para convertir la distribución de un parámetro en 

Gaussiana en caso que estos no se ajusten a ésta. Las transmisividades son un claro ejemplo 

de esto. Para éstas se asume una distribución de tipo Log-Normal. Así, en lugar de trabajar 

con transmisividades, se trabaja con su logaritmo, entonces los parámetros transformados 

tendrán una distribución Gaussiana. Una vez se obtiene la estimación de máxima 

verosimilitud para las Log-Transmisividades, se aplica el anti-logaritmo para obtener el 

estimativo de la transmisividad [102]. 

 

Con la hipótesis de los residuos y la información previa de la distribución normal, de 

cargas piezométricas, la función de probabilidad puede escribirse como: 

 

 
1

1 12 2 1(2 ) ( ) exp ( ( *) ( *) ( *) ( *))
2

n
t t

h p h pL C C h h C h h p p C p pπ
− − − − = − − − + − −  

,5-4 

 

donde h  es la respectiva carga computada, *h es la de carga medida, p  son los 

parámetro computados, *p es obtenido de información previa, y h pC y C son la matrices de 

covarianza de cargas, y parámetros (si los diferentes tipos de parámetros no se correlacionan, 

la última matriz tiene una estructura de bloque diagonal, un bloque para cada tipo de 

parámetro, siendo esta la hipótesis usual) y n  el número total de datos (la suma de las cargas 

y parámetros de información previa). 

5.4.1.1 TRANSIN 

El TRANSIN [112] permite resolver y estimar los parámetros de las ecuaciones de flujo. 

El programa emplea el método de los elementos finitos para la solución de la ecuación. 

Estos elementos pueden ser segmentos, triángulos, rectángulos, tetraedros, y prismas de base 

triangular. Es decir, el programa puede trabajar con dominios espaciales unidimensionales, 

bidimensionales, cuasi-tridimensionales (simetría radial y multicapas) y tridimensionales. El 

régimen puede ser estacionario o transitorio. La estimación de los parámetros del modelo se 

hace a través de la minimización de una función objetivo derivada de la Teoría de Máxima 
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Verosimilitud que permite incluir información previa sobre el valor de los parámetros [113]. 

El programa permite estimar los parámetros de flujo. 

 

En esta sección se hace una breve descripción del uso básico del TRANSIN y algunos 

detalles. El aprovechamiento del código requiere un conjunto amplio de temas. Esto incluye 

la hidrogeología básica, estadística y métodos numéricos. Lo primero que se necesita es la 

formulación de un modelo conceptual junto con ayudas estadísticas y por ultimo un 

conocimiento mínimo en métodos numéricos que permita la minimización de errores 

numéricos.  

 

Para la representación del medio fracturado se disponía del código FRACAS [73] que 

genera redes de fracturas discretas pero no resuelve el problema inverso, acoplado al código 

TRANSIN que calibra automáticamente. Este ensamble permite realizar calibraciones 

automáticas para el flujo en los modelos de redes fracturadas discretas y fue mejorado al 

implementar: diferentes tipos de condiciones de contorno (por ejemplo, condición de goteo). 

 

Como se mencionó, se dispone de un algoritmo de calibración que permite estimar los 

parámetros hidrodinámicos de flujo mediante la aplicación de un algoritmo de Máxima 

Verosimilitud (Método de Levenberg Marquardt). Que viene incluido en el programa 

TRANSIN [102]. 

 

Esta familia de metodologías pertenece a la clase de métodos de paso restringido, que 

tratan de reducir la dificultad de algunos métodos basados sobre aproximaciones cuadráticas. 

Este método resuelve el sistema como sigue [102]: 

 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,m m m mIµ+ ∆ = −H p g  5-5 

 

donde ( )mH es el Hessiano de la función objetivo (usualmente una aproximación) en el 

punto ( )m np ∈ , mµ +∈ , mg  es el gradiente en el punto ( )mp  , y ( )mp∆  es un parámetro 

de incremento, ( 1) ( )( )m m mp p p+ = + ∆ . El parámetro ( )mµ  es actualizado cada iteración 

( )m . Este parámetro controla la dirección del incremento paramétrico, ( )mp∆ . Si ( ) 0mµ = , 
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el método de Marquardt coincide con el método de Gauss-Newton. Donde ( )mµ  se 

incrementa, la longitud ( )mp∆  decrece [114]. El criterio es similar al propuesto por [115].  

 

 1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )( )m m m mgµ− − − −+ ∆ = −E H E I E p E  5-6 

donde 

 ( ) 1 1 1m t t
h h h c c c c i

i
λ λ− −= + +∑H J V J J V J V  5-7 

g  Es computado como 

 ( ) 1 1 1( *) ( *) ( *)m t t
h h c c ph h c c V p p− −= − + − + −g J V J V  5-8 

1 1

p

n n

λ

λ

 
 =  
 
 

V
V

V
 5-9 

 

Donde n  es el número de diferentes tipos de parámetros en la estimación, hJ  y cJ  son 

los Jacobianos, hV , cV  y iV  son matrices simétricas definidas positivas que contiene 

parámetros de estructuras de covarianza y iλ  es h

i

τ
τ

, donde hτ , iτ  son escalares 

desconocidos. ij ijE H δ= , donde ijH se encuentra el elemento de la fila i  columna j  de la 

matriz. 

5.4.1.2 Criterio de convergencia  

El objetivo final de cualquier algoritmo de optimización consiste en encontrar una 

secuencia de convergencia { }n n∈
p



 con límite p̂ (el mínimo de f ) tal que la secuencia de 

imágenes de la función objetivo ( ){ }nf p  es decreciente a ˆ( )f p . Este concepto, aunque 

fácil de definir desde un punto vista analítico, involucra una difícil decisión numérica. Por 

ejemplo, nadie puede generar una secuencia infinita, solo un número finito de términos. Esto 

lleva a la decisión sobre el número de miembros de la secuencia que se debe generar. La 

respuesta correcta, por supuesto, seria detenerla cuando ˆn −p p  sea lo suficientemente 

pequeño, pero p̂ representa lo que se quiere saber, así que se deben buscar otro criterios 

[102]. 
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El otro camino es imponer una mínima condición matemática ( 0g = ), pero la 

implementación practica es muy difícil. Ya que g  nunca puede ser idéntico a cero (0) por 

los errores de redondeo y truncamiento. De hecho, en problemas reales, la solución puede 

estar muy cerca del mínimo y g ser muy grande. Por lo tanto, una serie de criterios son 

utilizados como indicadores de convergencia y se describen brevemente a continuación. En 

general, se puede decir que un buen postulado de convergencia del problema inverso y que 

cualquiera de los criterios descritos a continuación pueden identificar correctamente el 

mínimo. Por otro lado, los problemas de inestabilidad pueden detener el algoritmo antes que 

el criterio de convergencia sea alcanzado [102]. 

 

TRASIN detiene el proceso iterativo cuando los siguientes criterios son alcanzados. 

 

 Número de iteraciones (MAXITER). Este criterio es definido por seguridad, si el 

problema se detiene por esta razón, es probable que el criterio de convergencia haya 

sido alcanzado. 

 Norma del gradiente (GNORM): Este hace referencia al delta de ajuste que se 

obtiene con el proceso iterativo, si este es demasiado pequeño, la solución está cerca 

del óptimo y el proceso iterativo es detenido. Esta variable depende de muchos 

factores y es difícil de seleccionar hasta que el problema no se ha corrido por 

primera vez. 

 Reducción relativa de la norma del gradiente con respecto a la primera norma del 

gradiente (GNORM1): debido a las dificultades en el establecimiento de un límite 

absoluto para el límite de la norma. A menudo es conveniente establecer un valor 

relativo, donde las iteraciones se detienen si: 

 

 
1

1,ig
GNORM

g
<  5-10 

 

donde ig  es la norma del gradiente en la iteración i  y 1g  es la norma del gradiente 

inicial. Teóricamente, este es un pobre criterio porque depende del punto inicial. Sin 

embargo, existe un criterio que es un indicador fiable de convergencia real, el cual indica 

que si las iteraciones se detienen como resultados de E.C-5-11, quiere decir que la solución 

se está acercando al mínimo  
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 Reducción relativa de la función objetivo por iteración (DMINF): El algoritmo es 

detenido si la reducción en el valor de la función objetico es cerca a ser 

despreciable, que es, si 

 

 
1

,
i i

i

J J DMINF
J

−−
<  5-11

 
 

donde iJ  es la función objetivo en la iteración actual y 1iJ − es el valor de la iteración 

previa. 

 

De hecho, cerca del óptimo, o en zonas de baja sensibilidad de la función objetivo de los 

parámetros, la reducción del valor de la función objetivo puede ser pequeña y los parámetros 

calculados aún pueden estar lejos del óptimo. En resumen, este criterio a menudo indica la 

incapacidad del método para reducir aún más la función objetivo, en lugar que la 

convergencia se allá alcanzado. 

 

 Máximo cambio en valores de parámetro. Este es el último criterio utilizado por 

TRASIN hace referencia al cambio máximo de parámetros por iteración. 

 

La calibración automática no es tan simple como se sugiere. Es complicada por dos (2) 

tipos de problemas. El primero está relacionado con la conceptualización y el segundo con 

los problemas de estabilidad o convergencia. Rara vez la conceptualización inicial del 

modelador es satisfactoria al calibrar el modelo correspondiente, es necesario revisar los 

supuestos iniciales, a menudo en el sentido de aumentar su complejidad y el número de 

parámetros del modelo. 

 

En la Figura N° 5-1 se muestra un esquema con el proceso de solución que se encuentra 

implementado dentro del TRASIN en general el algoritmo consta de tres (3) partes; (i) la 

primera resuelve el problema directo, (ii) la segunda actualiza el estado de variable en el 

tiempo, y la última que actualiza el conjunto de valore de los parámetros. 
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Figura N° 5-1 Esquema de descripción general del algoritmo implementado en TRANSIN 

[102]. 

Se resuelve la ecuación numérica 

Se actualiza el índice de tiempo 𝑘 = 𝑘 + 1  

Se calcula ℎ𝑘+1 

Se actualiza el número de la iteración 
𝑙 = 𝑙 + 1  

Se actualiza el estado de la variable ∆ℎ𝑙  

Se actualiza el estado de la variable ℎ𝑘+1,𝑙+1  

Convergencia o 
divergencia para  ℎ 

Se actualiza el incremento ∆𝑡𝑘  

Se actualiza o corrige el tiempo actual 𝑡𝑘 

𝑡 > 𝑡𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 

Se calcula la función objetivo 
NO 

SI 

SI 

NO 

𝑃𝑗+1 = 𝑃𝑗 + ∆𝑃𝑗 
Se actualiza el vector 𝑃  

Se actualiza la iteración del proceso de 
minimización 𝑗 = 𝑗 + 1 

Se computa el gradiente del vector y el Hessiano 

Se computa el vector de incrementos paramétrico 
∆𝑃𝑚 

Convergencia para 𝑃 

Se detiene 

NO 

SI 
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5.4.2 Shuffled Complex Evolution method (SCE-UA) 
El grado de dificultad en la solución de un problema de optimización global depende de 

ciertas características, relacionadas con las dimensiones del problema y las características de 

la función objetivo [116; 117] y [118]. Experiencias con problemas prácticos de 

optimización global en el campo de modelación hidrológica [119; 120; 121] indican que hay 

cinco (5) principales características que complican el proceso de solución. 

 

 Pueden haber varias regiones es la que pueda existir una convergencia, es decir, la 

existencia de múltiples zonas en las que la función objetivo presenta ajustes 

similares. Este punto en particular es de vital cuidado, debido a la gran 

incertidumbre que esto genera sobra la solución particular que haya obtenido. 

 

 En cada una de las regiones en las que hay convergencia, pueden existir numerosos 

mínimos locales. Estos puntos óptimos pueden estar cerca o a distancias mayores de 

la solución. La existencia de mínimos locales por lo general se debe a la gran 

sensibilidad numérica que se presentan en algunos problemas de optimización, 

donde pequeñas variaciones en los parámetros traen consigo criterios de ajustes muy 

similares. Sin embargo, éstas resultan ser solo pequeñas perturbaciones alrededor de 

los mínimos locales. 

 

 La superficie de la función objetivo en el espacio multiparamétrico puede no ser lisa 

e incluso presentar discontinuidades. Las derivas pueden ser discontinuas y variar de 

manera impredecible a través del espacio paramétrico. Cuando esto sucede los 

métodos basados en gradientes resultan poco efectivos ya que sus derivadas pueden 

caer en alguna de estas zonas, lo que tiene como consecuencia inestabilidad 

numérica e incluso que nunca se alcance la convergencia. 

 

 Los parámetros pueden presentar diferentes grados de sensibilidad y una gran 

cantidad de interacciones. Gran parte de las interacciones puede ser no lineales. 

 

 La superficie de respuesta, cerca de la verdadera solución es a menudo no convexa. 

Cuando esto sucede, se cae en zonas con bajas sensibilidades y con ello se dificulta 
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la localización del óptimo. En estos casos particulares el criterio de convergencia 

resulta siendo el número de iteraciones, debido al poco incremento que produce en 

la función objetivo a medida que se mueve por el espacio de búsqueda. 

 

Un problema de optimización que contiene las cinco (5) características mencionadas 

anteriormente resulta particularmente difícil de resolver.  

 

El SCE se basa en una síntesis de los cuatro (4) conceptos que han resultados muy útiles 

para la optimización global. 

 

 Combinación de aproximaciones determinísticas y aleatorias [117; 122; 118].  

 

 El concepto de agrupamiento [123; 124; 125]. Este hace referencia a la 

conformación de subpoblaciones dentro de la comunidad, cada una de estas puede 

evolucionar de manera independiente garantizando que las futuras mezclas tengan 

las mejores propiedades de cada subgrupo. 

 

 El concepto de una evolución sistemática de un conjunto de puntos que abarque el 

espacio, en la dirección de la mejora global. [126; 127; 128]. Éste hace referencia al 

ciclo evolutivo que se realiza en cada subpoblación mediante un proceso de 

generación evolutiva, donde los padres se mezclan dando origen a descendientes con 

mejores características. 

 

 El concepto de evolución competitiva [129]. Cuando cada una de la subpoblaciones 

ha evolucionado, éstas están facultadas para mezclarse garantizando con esto que 

todas las subpoblaciones aporten sus mejores descendientes, una vez sucede esto, el 

proceso se repite iterativamente hasta lograr la convergencia. 

 

El SCE combina las fortalezas de los algoritmos evolutivos de CRS (búsqueda aleatoria 

controlada) que fueron utilizados como punto de partida para el método SCE y poseen varias 

propiedades que son deseables para que la optimización global sea eficaz y eficiente, como 

por ejemplo, trata cada región del área de muestra de una manera no preferencial, con el 

concepto de evolución competitiva [129]. La estrategia del SCE es presentada a 

continuación y se ilustra en la Figura N° 5-2.  
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Paso 0: Inicializar. Seleccionar 1p ≥  y 1m n≥ + , donde p  es el número de 

Subpoblaciones o comunidades y m es el número de puntos para cada Subpoblacion.  

 

Paso 1: Generar la muestra. Se generan los puntos s  sobre el espacio nΩ⊂  . Se 

computa la función if  para cada punto ix . En la ausencia de información previa, se usa una 

distribución de muestra. 

 

Paso 2: Categorizar puntos. Clasificar los puntos s  en orden de incrementos del valor de 

la función. Se guardan en un arreglo { }, , 1......,i iD x f i s= = , tal que 1i =  representa el 

punto con el valor más pequeño de función objetivo.  

 

Paso 3: Partir en subpoblaciones. Se parte D  en p  subpoblaciones 1,....., pA A , cada 

uno contiene m  puntos, tal que: 

 

 { }( 1) ( 1), , , 1....,k k k k k
j j j k p j j k p jA x f x x f f j m+ − + −= = = =  5-12 

 

Paso 4.Evolucion de cada subpoblación: Evoluciona cada Subpoblación , 1,...,kA k p=  

por separado de acuerdo al algoritmo de evolución competitiva CCE. 

 

Paso 5. Se mezclan las subpoblaciones. Se remplaza 1,...., pA A  dentro de D , tal que 

{ }, 1,...,kD A k p= = . Se ordena D  en orden creciente de valor de la función objetico. 

 

Paso 6. Se revisa la convergencia. Si el criterio de convergencia se satisface, se detiene, 

de otra forma, regresa al paso 3 

 

El algoritmo CCE (competitive complex evolution) es requerido para la evolución de 

cada subpoblación en el paso cuatro (4) del método SCE, este es presentado a continuación e 

ilustrado en la Figura N° 5-3. 

 

Paso 0: Inicialización. Se selecciona ,q yα β , donde 2 , 1, 1q m yα β≤ ≤ ≥ ≥ . 
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Paso 1. Asignación de pesos. Se asigna una distribución de probabilidad triangular a kA  
 

 2( 1 ) / ( 1), 1,......, .ip m i m m i m= + − + =  5-13 

 

El punto k
ix tiene la probabilidad más alta, 1 2 / 1p m= +  El punto k

mx  tiene la 

probabilidad más baja, 2 / ( 1)mp m m= + . 

 

Paso 2. Selección de los padres. Aleatoriamente seleccionamos q puntos distintos 

1,........, qu u  para los puntos kA  de acuerdo a una distribución de probabilidad especificada 

previamente (el punto q  define un Subgrupo). Se almacena en el arreglo 

{ , , 1,.... },i iB u v i q= =  donde iv  es el valor de la función asociada con el punto ju . Se 

almacena en L  la localización de kA la cual es usada en la construcción de B . 

 

Paso 3. Generación del descendiente. 

 

a) Se clasifican B y L tal que el punto q es ordenado con el incremento de la función 

objetivo. Se computa el centroide g  usando la expresión 

 

 
1

1
[1/ ( 1)]

q

j
j

g q u
−

=

= − ∑  5-14 

 

b) Se computa el nuevo punto 2 qr g u= − (paso de reflexión) 

c) Si r  está dentro de Ω , se computa el valor de la función f , y se va al paso (d), 

sino, se calcula el menor hipercubo nH ⊂   que contiene kA , aleatoriamente se 

genera un punto z dentro de H , se computa zf , se establece r z= , y r zf f= (paso 

de mutación). 

d) Si r qf f< , se remplaza qu  por r , y se va al paso (f); sino, se calcula 

( ) / 2qc g u= +  y cf  (paso de contracción). 
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Figura N° 5-2 Diagrama de flujo del método SHUFFLED COMPLEX EVOLUTION (SCE) 

[130]. 

Inicio 

Entradas 
𝑛=Dimensiones, 𝑝=Número Subpoblaciones, 
𝑚= Número de puntos en cada Subpoblación 

Compute: 𝑠 = 𝑝 × 𝑚 

Se genera una muestra de 𝑠 puntos aleatorios en el 
espacio 𝛺. Se computa el valor de la función objetivo 

para cada punto.  

Se ordena 𝑠 puntos en orden de incrementos del valor de 
la función. Estos luego se almacenan en 𝐷.  

Se divide 𝐷 en el número de Subpoblaciónes 𝑝 de 𝑚 
puntos, 𝐷 = (𝐴𝑘 ,𝑘 = 1, … . , 𝑝) 

Evoluciona cada Subpoblación 𝐴𝑘 ,  𝑘 = 1, … 𝑝  

Remplaza 𝐴𝑘 ,  𝑘 = 1, … . ,𝑚,  dentro de 𝐷 

Se satisface el criterio de 
convergencia 

Se 
detiene 

SI 

NO 

Algoritmo CCE (Ver Figura N° 5-3) 
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e) Si c qf f< , se remplaza qu  por c , y se va al paso (f); sino se genera aleatoriamente 

un punto z  dentro de H y se calcula zf  (paso de mutación). Se remplaza qu  por z . 

f) Se repite el paso (a) a través de (e) α  veces, donde 1α ≥ es un parámetro 

especifico del usuario.  

 

Paso 4. Reemplazar padres por descendientes. Se reemplaza B  dentro de kA  usando la 

localización original almacenada en L . Se ordena kA en orden creciente del valor de la 

función. 

 

Paso 5. Iteraciones. Se repite el paso uno (1) dentro de cuatro (4) β  veces, donde 1β ≥  

es un parámetro especificado por el usuario el cual determina cuantos descendientes pueden 

ser generados (hasta qué punto cada subpoblación se puede evolucionar). 

 

La filosofía detrás del SCE es tratar la búsqueda global como un proceso natural de 

evolución. Los puntos de muestreo constituyen una población. La población es fraccionada 

dentro de varias Subpoblaciones, a cada una de las cuales se les permite evolucionar 

independientemente. Después de cierto número de generaciones, las subpoblaciones son 

forzadas a mezclarse, y nuevas subpoblaciones son formadas a través de procesos de mezcla. 

Esto procedimiento mejora la supervivencia por medio de una intercambio de información 

ganada independientemente por cada subpoblación. 

 

Cada miembro de una subpoblación es un potencial padre con la habilidad para participar 

en un proceso de reproducción. Un subgrupo seleccionado de una subpoblación es como un 

par de padres, excepto que el subgrupo puede consistir de más de dos (2) miembros. Para 

asegurar que el proceso de evolución es competitivo, se requiere que la probabilidad de 

contribución del mejor padre en la generación del hijo sea mayor que la de los peores padres. 

Se usa una distribución de probabilidad triangular asegurando esta competitividad. [131] 

Aplicaron esta distribución a cada subgrupo al generar la mayoría de  
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Figura N° 5-3 Algoritmo CCE [130]. 

Del SCE 

Dada la dimensión n, el subpoblación A, y el número de puntos m en A. 
se selecciona 𝑞, ∝, 𝛽, donde 2≤ 𝑞 ≤ 𝑚, 𝛼 ≥ 1, 𝛽 ≥ 1 

Se asigna una distribución de probabilidad a 𝐴: 
𝑝𝑖 = 2(𝑚 + 1 − 𝑖)/(𝑚(𝑚 + 1)) i=1,…..m. 

Se selecciona 𝑞 del punto 𝐴 de acuerdo a 𝑝𝑖 . Luego se almacena en 𝐵 y 
su posición relativa en A y en L. 

Se ordena B y L en orden creciente del valor de la función. Se compute le 
centroide de 𝑢1, … . . ,𝑢𝑞−1 y 𝑢𝑞 va a ser el peor punto en B.  

Se calcula 𝑟 = 2 ∗ 𝑔 − 𝑢𝑞 (paso de reflexión) 

R está dentro de 𝛺  
NO 

SI Se computa 𝑓𝑟 

Se genera un punto 𝑧 aleatorio en H. 
Se selecciona r=z (Paso de mutación) 

 

𝑓𝑟 < 𝑓𝑞 Se selecciona 𝑢𝑞 y 
𝑓𝑞 = 𝑓𝑟 

Se computa 𝑓𝑟 

𝑓𝑐 < 𝑓𝑞 

Se selecciona 𝑢𝑞 = 𝑐 y 𝑓𝑞 = 𝑓𝑐 

𝐽 ≥∝ 

Se genera un punto 𝑧 aleatorio en H. 
Se calcula 𝑓𝑧, se selecciona 𝑢𝑞 = 𝑧 y 

𝑓𝑞 = 𝑓𝑧 (paso de mutación) 
 

Se remplaza 𝐵 dentro de 𝐴 de acuerdo a 𝐿 y se ordena A en orden 
creciente del valor de la función 

L≥ 𝐵 

SI 

NO 

SI 

NO 

SI 

SI 
J=J+1 

NO 

NO 

SI 

L=L+1 

Se regresa al SCE 
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las descendencias. Esta estrategia usa la información contenida en el Subgrupo para 

direccionar la evolución en la dirección apropiada. 

 

El método SCE está diseñado para entregar las mejores características del método CRS, 

por incorporación del poderoso concepto de evolución competitiva y reordenación compleja. 

Tanto la evolución competitiva y la reordenación compleja ayudan a asegurar que la 

información contenida en una muestra es eficaz y bien explotada. Esto nos ayuda a asegurar 

que el conjunto de información no será degenerada. 

 

En el CSE, el tamaño de una subpoblación m  es seleccionado igual a 2 1n + , donde n  

es la dimensión del problema. El número de descendientes β  que pueden ser generados por 

cada evolución independiente de la subpoblación entre dos mezclas consecutivas es el 

mismo que el tamaño del Subpoblación (2 1)n + . El tamaño de cada subgrupo seleccionado 

para la generación de un descendiente es 1n + . El valor del parámetro α  es seleccionado 

igual a 1 para que coincida con el procedimiento del CSR. La variable primaria que se 

selecciona en este método es el número de Subpoblaciones p .  

5.4.3 PSO Particle swarm optimization 
La idea inicial sobre enjambres de partículas de Kennedy (un sicólogo social) y Eberhart 

(un ingeniero electrónico) se dirigió esencialmente a la producción de inteligencia 

computacional por la explotación de analogías simples de interacción social, en lugar de las 

capacidades puramente cognitivas. La primera simulación [132] fue influenciada por el 

trabajo de Heppner and Grenander [133] e involucra la analogía con bancos de aves en busca 

de maíz. El cual pronto se convirtió en el poderoso método de optimización (PSO o Particle 

Swarm Optimization) [132; 134; 135]. 

 

En el PSO, un número de entidades simples (partículas) es colocado en la búsqueda del 

espacio del problema o función, y cada entidad evalúa la función objetivo en su posición 

actual. Cada partícula luego determina su movimiento a través del espacio de búsqueda, por 

combinación de la historia de su actual y mejor localización con uno o más miembros de su 

colonia, con algunas perturbaciones aleatorias. La siguiente iteración tiene lugar después que 

todas las partículas se han movido. Eventualmente, la colonia en su conjunto, como una 
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bandada de pájaros en busca de alimento probablemente que se mueva cerca del óptimo de 

la función objetivo. 

 

Cada individuo en la colonia de partículas se compone de tres (3) vectores dimensionales, 

donde D  es la dimensión del espacio de búsqueda. Estos son la posición actual ix


, la 

posición previa ip


 y le velocidad iv


. 

 

La posición actual ix


 puede ser considerada por un conjunto de coordenadas 

describiendo un punto en el espacio. Sobre cada iteración del algoritmo, la posición actual es 

evaluada como una solución del problema. Si la posición es mejor que alguna que ha sido 

encontrada hasta el momento, las coordenadas son almacenadas en vector ip


. El valor de la 

función de mejor resultado hasta el momento es almacenado en la variable que se denomina 

ipbest , para la comparación de iteraciones posteriores. El objetivo, por supuesto, es 

encontrar la mejor posición y actualizar ip


 y ipbest . Nuevos puntos son seleccionados 

añadiendo iv


 a las coordenadas ix


, y el algoritmo funciona mediante el ajuste de iv


, lo que 

puede ser visto como un tamaño de paso. 

 

La colonia de partículas es más que solo un conjunto de partículas. Una partícula por sí 

misma no tiene la capacidad de resolver ningún problema; el progreso ocurre cuando 

interactúan entre ellas. 

 

La solución del problema es un fenómeno en toda la población, que sale de los 

comportamientos individuales de las partículas a través de sus interacciones. En cualquier 

caso, las poblaciones se organizan de acuerdo a algún tipo de estructura de comunicación o 

tipología, a menudo considerado como una red social.  

5.4.3.1 Algoritmo PSO 

Paso 1: Inicializar un arreglo de población de partículas con posiciones y velocidades 

aleatorias en el espacio dimensional de búsqueda D . 

 

Paso 2: Para cada partícula, se evalúa la función de optimización. 
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Paso 3: Se compara la evaluación de la función objetivo de las partículas con su ipbest , 

si el valor actual es mejor que él ipbest  a continuación, se establece el ipbest  igual al 

valor actual, e ip


igual a la localización actual ix


 en el espacio dimensional D .  

 

Paso 4: Se identifican las partículas en la zona con el mayor éxito hasta ahora, y se le 

asigna el índice de la variable g .  

 

Paso 5: Se cambia la velocidad de la partícula de acuerdo a la siguiente ecuación  

 

 

1 2(0, ) ( ) (0, ) ( ),i i i g ii

i i i

v v U p x U p x

x x v

φ φ ← + ⊗ − + ⊗ −


← +

      

  

 E.C. 5-15 

 

Si el criterio se cumple (usualmente un suficientemente buen arreglo o un máximo 

número de iteraciones), se termina el algoritmo. (0, )iU φ


 representa un vector de números 

aleatorios uniformemente distribuidos en [0, ]iφ , el cual es aleatoriamente generado para 

cada iteración y para cada partícula. 

5.4.3.2 Parámetros  

El PSO descrito arriba tiene un pequeño número de parámetros que deben ser fijados. Un 

parámetro es el tamaño de la población, que este se fija a menudo de forma empírica sobre la 

base de la dimensionalidad y la dificultad perceptiva del problema. Los valores de partículas 

de 20 a 50 son bastante comunes.  

 

Los parámetros 1φ  y 2φ  en (5-16) determinan la magnitud de las fuerzas de azar en la 

dirección del ip


 (mejor posición personal) y gp (mejor posición de grupo). Estos son 

llamados coeficientes de aceleración. El comportamiento del PSO cambia radicalmente con 

el valor de 1φ  y 2φ . Resulta interesante que se puedan interpretar las componentes 

1(0, ) ( )i iU p xφ ⊗ −
  

 y 2(0, ) ( )g iU p xφ ⊗ −
  

 en (5-16) como fuerzas de atracción 



 

60 
 

producidas por fuentes de rigidez al azar, y que aproximadamente pueden interpretar el 

movimiento de una partícula como la integración de la segunda ley de Newton. 

5.4.3.3  Peso de la inercia 

Motivados por el deseo de controlar mejor el alcance de la búsqueda, se reduce la 

importancia de la velocidad máxima maxV  y tal vez eliminarla por completo. La siguiente 

modificación del PSO actualiza la ecuación y fue propuesta por [136]: 

 

1 2(0, ) ( ) (0, ) ( ),i i i g ii

i i i

v v U p x U p x

x x v

ω φ φ ← + ⊗ − + ⊗ −


← +

      

  

 5-16 

 

Donde ω  es denominado “peso inercial”. Nótese que si interpretamos 

1 2(0, ) ( ) (0, ) ( )i i i iU p x U p xφ φ⊗ − + ⊗ −
 

 como fuerzas externas, if , actuando sobre la 

partícula, se puede cambiar la velocidad de la partícula y puede ser escrita como 

(1 )i i iv f vω∆ = − −
  

. Tal que, la constante 1 ω−  actúa efectivamente como un coeficiente 

de fricción, y así ω  puede interpretarse como la fluidez del medio en el cual se mueve la 

partícula. 

5.4.3.4 Topología de la población 

Los enjambres de partículas [132] evolucionaron a partir  de simulaciones de bandadas 

de aves del tipo descritas por [137; 133]. En estos modelos, la trayectoria de cada ave que 

vuela es modificada por la aplicación de varias reglas, incluyendo algunas que toman en 

cuenta las aves que están cerca del espacio físico. Así, al principio de las PSO la topología 

se basaba sobre la proximidad en el espacio de búsqueda. Sin embargo, además de ser 

computacionalmente demandantes, este tipo de estructuras tiene propiedades de 

convergencia indeseables.  

5.4.3.4.1 Topología estática  

La siguiente topología introduce el gbest , donde la vecina con mejor posición influencia 

el destino de la partícula. Si bien esto puede ser conceptualizado con un gráfico 

completamente conectado, en la práctica esto solo significa que el programa necesario para 
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no perder de vista el mejor resultado de la función se ha encontrado, y el índice de la 

partícula que lo encuentra. 

 

gbest  es un ejemplo de topología estática, ya que uno de los vecinos no cambia durante 

una ejecución. La topología lbest  es otra topología estática, la cual fue introducida en [134] 

es una simple red en forma de anillo al que está conectando cada individuo a dos miembros 

adyacentes en un arreglo poblacional con ajuste toroidal. Esta topología tiene la ventaja que 

permite búsqueda en paralelo, con subpoblaciones que podrían converger en diversas 

regiones del espacio de búsqueda. Cuando puntos óptimos iguales son encontrados, es 

posible que la población se estabilice con partículas en las regiones buenas, pero si una 

región es mejor que otras, esto conduciría a atraer partículas hacia sí misma, Así, esta 

búsqueda en paralelo resulta más exhaustiva, aunque converge más lentamente que la 

tipología .gbest  lbest  es menos vulnerable a la atracción de los óptimos locales. 

5.4.3.4.2 Dinámica de las topologías  

[138] sugirió que, como la topología lbest parece mejor para explorar el espacio de 

búsqueda, mientras gbest  converge más rápido, esta puede ser una idea para empezar la 

búsqueda con lbest y poco a poco aumentar el tamaño de la vecindad, hasta que la 

población esté completamente conectada para el final de la corrida. 

 

[139] utilizaron una distancia euclidiana ponderada en la identificación de parejas para 

las partículas. Para cada vector de elementos, se encuentra la partícula que tienen el más alto 

“índice de distancia de actitud” (FDR), por ejemplo, la tasa de la diferencia entre la actitud 

de la partícula objetivo y la actitud de los vecinos a la distancia entre ellos en el espacio de 

búsqueda en esa dimensión. Estos algoritmos utilizan ésta y gbest  para influir en la 

partícula. La relación de (FDR) asegura que el vecino seleccionado tiene un buen 

desempeño y disminuye la probabilidad que la partícula interactúe con vecinos en una 

distante región del espacio de búsqueda. 

 

[140] dispone las partículas en una jerarquía dinámica, en la cual cada partícula está 

influenciada por su éxito anterior y el de las partículas directamente sobre él. Las partículas 

con mejor rendimiento se mueven hacia arriba en la jerarquía, el resultado es que estas 
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tienen más efecto sobre que las peores partículas. El resultado fue un mejor rendimiento en 

los problemas de referencia considerados.  

5.4.4 Análisis de Sensibilidad (Monte Carlo Analysis Tool) 
El Monte Carlo Analysis Tool es una colección de funciones de visualización y funciones 

de Matlab integradas a través de una interfaz gráfica. El paquete puede ser usado para el 

análisis de resultados de muestreos experimentales o de métodos de optimización que están 

basados en técnicas de evolución de población, por ejemplo algoritmo genéticos [141]. Un 

gran número de poderosas técnicas son incluidas en esta herramienta para investigar la 

estructura, sensibilidad, y la incertidumbre y parámetros de modelos matemáticos. A pesar 

que esta herramienta ha sido desarrollada dentro del contexto de la investigación 

hidrológica, todas las funciones pueden ser usadas para la investigación de modelos 

matemáticos dinámicos. 

 

Muchas de las herramientas disponibles en el MCAT tienen como objetivo ayudar a 

investigar la identificabilidad de un modelo. Un modelo bien identificado es visto como un 

modelo con comportamiento de parámetros dentro de una región relativamente pequeña del 

espacio. La evaluación de la identificabilidad del modelo es importante si el modelo se va a 

utilizar para las pruebas de hipótesis científica y análisis de incertidumbre.  

 

Una de las posibles causas de problemas en la identificabilidad del modelo. Si los estados 

internos del modelo no se conocen, hay a menudo múltiples combinaciones de los estados 

internos que se combinan para producir resultados similares [142].  

 

El núcleo de la herramienta está basado en el concepto de análisis de sensibilidad 

regional [143; 144] y su extensión a la estimación generalizada de la probabilidad de 

incertidumbre (GLUE) técnica desarrollada en la Universidad de Lancaster [145; 146]. En 

GLUE no se define un único parámetro óptimo, más bien un conjunto de comportamientos 

del modelo son seleccionados en los que cada modelo tiene un cierta probabilidad de ser la 

correcta representación del sistema. 

 

La metodología de GLUE introduce el concepto de probabilidad en un concepto más 

amplio que la estadística tradicional. La probabilidad es una medida de rendimiento que 

puede ser usada para diferenciar que tan probable es que el modelo sea representativo del 
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sistema. La probabilidad debe incrementarse de manera monotoníca, desde cero hasta uno. 

El MCAT transforma objetos en probabilidades de acuerdo al siguiente pseudo código  

 

 1LHOOD OBJ= −  

 ( ) 0 ( )IF MIN LHOOD THEN LHOOD LHOOD MIN LHOOD< = −  

 / ( )LHOOD LHOOD SUM LHOOD=  

 

Donde OBJ  es el valor de la función objetivo y LHOOD  es el valor de probabilidad 

resultante. 

 

El principal problema práctico en la aplicación de la metodología GLUE viene con la 

elección subjetiva de la función de probabilidad y la evaluación de un umbral de riesgo entre 

los modelos de comportamiento. La flexibilidad del método de muestreo de Monte Carlo 

permite ajustar el procedimiento de estimación de la incertidumbre a través de la selección 

de la función objetivo. El funcionamiento del método de incertidumbre puede, y debe, ser 

probado por la verificación de datos independientes, de manera similar a la validación y 

calibración del modelo. 
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6 Metodología 

A continuación se presenta la metodología propuesta para realizar la optimización de 

modelación de procesos de flujo en formaciones geológicamente fracturadas, mediante la 

aproximación de redes de fracturas discretas. 

6.1 Definición de las DFN 
La definición de las DFN (redes de fracturas discretas) fue un proceso que conllevo una 

gran cantidad de pasos, que van desde el mapeo de campo hasta la implementación numérica 

de las mismas. Sin embargo, esta etapa fue abarcada dentro del proyecto el Berrocal [102], 

por lo que se dispone de dicha información. Se cuenta con cien generaciones de fracturas 

que representan todo el espacio volumétrico del macizo rocoso, estas fueron construidas con 

base en las pdf  (funciones de densidad de probabilidad) que se obtuvieron de la respectiva 

prospección geológica ejecutada en la zona de estudio. Se cuenta con el código TRANSIN el 

cual se detalla en la sección 5.4.1.1 del presente documento, el cual permite simular los 

procesos de flujo en este tipo de formaciones.  

6.1.1 Datos de entrada del TRANSIN 
TRANSIN hace uso de 6 archivos de entrada que se encuentran en formato plano (dado 

que fue desarrollado en lenguaje de programación FORTRAN) y serán descritos a 

continuación. 

 

El primero de ellos es el archivo de entrada DIM que contiene todos los parámetros 

dimensionales y condiciones de contorno de la red, en éste se define el tipo de régimen, 

número de elemento, número de familias, número de tiempo de observación, criterios de 

convergencia, entre otros (Figura N° 6-1). Si el lector desea una descripción detallada de 
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cada parámetro puede remitirse a [102], ya que esto no hace parte del presente trabajo de 

investigación. 

 
Figura N° 6-1 Datos de entrada del archivo DIM en TRANSIN para la DFN 21. 

 

En el archivo GRI se encuentra toda la caracterización geométrica de las fracturas, 

definiendo la localización espacial de los nodos en el sistema cartesiano (Figura N° 6-4). La 

ubicación de estos nodos sirve como base para la construcción de los elementos que 

representan el sistema de tuberías (Ver Figura N° 6-5 y Figura N° 6-6). Aquí se define el 

número del elemento, el nodo final y el nodo inicial del mismo y la zonificación a la que 

pertenece (familia). 

 

El archivo INI contiene las condiciones iniciales para la ecuación de flujo (Ver Figura N° 

6-2). Se definen los niveles piezométricos iniciales en los nodos. 

 

 
Figura N° 6-2 Condiciones iniciales para la ecuación de flujo. 

 

En el archivo OBS se especifica el abatimiento del nivel freático para los tiempos de 

observación dados, en nuestro caso se trata de las pruebas de bombeo realizadas en el sitio y 

que son descritas en la sección 5.1, de ahí se obtienen las curvas de abatimiento recuperación 

tanto para el pozo de bombeo como para los tres pozos de observación. El tiempo se 

encuentra en horas y descenso del nivel en metros (Ver Figura N° 6-3). 

 

En el archivo PAR (Ver Figura N° 6-7) se detalla el coeficiente de transmisividad y 

almacenamiento para cada elemento, el cual fue extraído en el proceso de generación de las  

pdf , en este mismo archivo se definen los parámetros de familia, los cuales van a ser 
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calibrados para lograr representar los datos de la prueba de abatimiento-recarga que se 

introducen en el archivo OBS.  

 

El archivo TIM contiene información concerniente a los tiempos de discretización y la 

función de tiempo. Este archivo consta de tres (3) grupos que son: (i) tiempo de observación, 

(ii) función de tiempo y (iii) peso temporal de los parámetros. 

 

Con estos seis archivos se definen todas las características geométricas e hidráulicas de la 

formación Batolítica objeto del presente estudio. 

 

 
Figura N° 6-3 Abatimiento piezométrico de los pozos. 
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Figura N° 6-4 Características geométricas de los elementos (número del nodo y 
coordenadas x,y,z) 

 

 
Figura N° 6-5 Características 

geométricas de los elementos 

 
Figura N° 6-6 Zonificación de los elementos  
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Figura N° 6-7 Coeficientes de transmisividad y almacenamiento para cada elemento. 

6.2 Datos de Salida 
El TRANSIN presenta cuatro (4) archivos de salida, que son: RES, PLT, MSH, MHH. 

De estos sólo se hace necesaria la atención a los dos (2) primeros, en los cuales se encuentra 

el valor de los parámetros calibrados por el algoritmo de Marquardt si es el caso, y el 

abatimiento del nivel freático simulado por el modelo para todos los pozos. Los datos que 

entrega el archivo PLT son los que se utilizan como un estimativo de buen ajuste, ya que 

deben coincidir con las pruebas hechas en campo, y si es el caso se podrá inferir que los 

parámetros obtenidos son los que gobiernan los patrones de flujo para la generación dada. 

Este punto es de vital cuidado ya se puede incurrir en varios errores, entre ellos, que el valor 

óptimo sea un mínimo local.  

 

Cuando se utiliza como método de calibración el algoritmo de Marquardt, en el archivo 

RES se presenta el proceso de convergencia iterativo, y los valores óptimos de los 

parámetros hidráulicos. 
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6.3 Definición de la función objetivo  
Como criterio de buen ajuste se empleó el coeficiente de correlación de Nash, que es el 

cociente entre la varianza de los residuos y los datos. Dado que estas formaciones se 

consideran prácticamente impermeables es de esperarse que el abatimiento en los pozos de 

observación sea muy bajo comparado con el pozo de bombeo, lo que resulto un 

inconveniente a la hora de definir un buen criterio de ajuste.  

 

Hubo la necesidad de dar el mismo peso a todos los datos, lo cual se logró a través de la 

normalización de los mismos, evitando que los algoritmos de calibración solo ajustaran el 

abatimiento en el pozo de bombeo, dado que éste presenta el mayor descenso, y si se desea 

reducir el error al mínimo se deben minimizar las mayores distancias entre datos medidos y 

observados. Lo anterior tiene como consecuencia que el ajuste en los pozos de observación 

fuese pobre. Con la normalización se forzó a que los algoritmos dieran la misma importancia 

a los cuatro pozos, y se obtuviera un buen criterio de ajuste en todos ellos. 

 

Cabe resaltar que este tipo de ajustes presentan múltiples mínimos, lo cual quiere decir 

que una gran cantidad de combinaciones de parámetros pueden representar de forma 

adecuada el medio. Sin embargo, no todos son válidos, muchos se pueden descartar de 

manera inmediata porque carecen de sentido físico o simplemente son pequeñas variaciones 

del mínimo global que se obtuvo.  

6.4 Implementación de los algoritmos de calibración 
Como objeto de ejemplo del presente estudio se utilizará la DFN 21 para ilustrar el 

procedimiento que se siguió a lo largo del documento, ésta se eligió por ser una red con 

pequeño ancho de banda por lo que los procesos numéricos tienen un menor tiempo de 

computo. 

 

La adecuada elección del algoritmo de calibración resulta fundamental, dado que los 

procesos numéricos son bastante demandantes y no se desea incurrir en gastos 

computacionales innecesarios. Cuatro (4) metodologías de calibración fueron 

implementadas, pero una de ellas se utilizó para realizar el respectivo análisis de sensibilidad 

paramétrico que es uno de los objetivos planteados en este trabajo.  
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El ideal del proceso descrito anteriormente, es lograr que la diferencia entre los datos 

medidos en las pruebas de campo y el modelo numérico sea la mínima posible, partiendo del 

supuesto que nunca a va a ser igual a cero por todos los errores numéricos y simplificaciones 

que se realizan durante la concepción del modelo. Sin embargo, se espera que la mayoría de 

la pruebas puedan lograr ajustes satisfactorios. 

 

El acople del método de diferencias finitas que resuelve la ecuación diferencial de flujo 

dentro del TRANSIN (algoritmo desarrollado en FORTRAN) fue implementado dentro de 

los algoritmos de calibración, requiriendo un código que vinculara las entradas y salidas 

desde y hacia los métodos de optimización que se encontraban desarrollados en el entorno 

de Matlab. 

 

Los procesos numéricos dentro de estos entornos con un alto nivel de complejidad 

resultan poco eficientes computacionalmente, presentan una gran desventaja debido a que 

muchas veces los tiempos de cómputo resultan demasiado altos y lo que se desea lograr es 

una relación óptima entre gasto computacional y ajuste logrado. 

 

A continuación se muestra en detalle la implementación numérica de los métodos de 

calibración empleados, resaltando sus bondades y desventajas,  

6.4.1 Algoritmo de Marquardt  
Esta metodología de calibración viene incorporada dentro del TRANSIN y es bastante 

eficiente en tiempos de cómputo. Sin embargo, en un alto porcentaje de la redes no se 

presentan buenas bondades de ajuste, comparado con las otras metodologías.  

 

Dado que la convergencia es bastante rápida se procedió a evaluar si la discretización en 

familias realmente resultaba representativa y conducía a un mejor ajuste. Esto se evaluó con 

la variación de las zonas a las que pertenecen las fracturas en el archivo de entrada GRI. Se 

hicieron cuatro aproximaciones y se compararon los resultados a fin de concluir si la 

zonificación resulta adecuada, o si la integración de todo el medio dentro de una sola zona 

sería suficiente y podría converger de manera apropiada, representando de manera adecuada 

las pruebas de campo. 
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Tres variaciones de zonificación fueron propuestas y para cada una de ellas se estimaron 

los parámetros hidrodinámicos representativos para las cien generaciones y con ellos se 

calculó un valor medio que hace referencia al valor de zona. En la primera variación se 

homogeneizo todo el medio, es decir, solo se estimó un parámetro de Transmisividad T  y 

almacenamiento S . En la segunda se regionalizó la Transmisividad pero se definió un único 

almacenamiento, en el tercer caso, se optó por definir un único valor de transmisividad y 

variar el almacenamiento. Por último, se evaluó el caso original en el cual ambos parámetros 

se encuentran zonificados en las cinco familias geológicas presentes. 

 

Lo anterior permite definir si el valor medio de los parámetros de flujo en los cuatro 

casos varía de manera significativa y con ello evaluar si la discretización en familias tiene 

algún beneficio. 

 

Se observa para el caso de ejemplo, como la zonificación trae con si mejoras en la 

estimación del modelo numérico. A medida que se discretiza, la respuesta del modelo 

converge a la representación de las pruebas de campo. Esto quiere decir que la suposición 

inicial, a mayor discretización mejor aproximación del modelo numérico, resulta cierta (Ver 

Figura N° 6-8). 

 

A pesar de la subdivisión en familias, el ajuste logrado no satisface lo que se espera de 

una buena metodología de calibración, claro está, sin llegar a subestimar las ventajas que 

este presenta sobre los otros métodos. El ideal es lograr una representación clara del sistema, 

donde las pruebas de campo y los datos simulados coincidan de manera adecuada.  

 

El TRANSIN resulta excelente para una primera aproximación, en casos donde se 

dispone de poco tiempo o poder de computo, ya que en alrededor de tres (3) simulaciones 

con diez (10) iteraciones en cada una, se puede obtener un valor que representa de manera 

cercana el sistema físico. 

 

En Tabla N° 6-1 se observan las propiedades estadísticas de las diferentes familias para 

los 4 escenarios de simulación propuestos, entre los que se destacan los valores medios y las 

desviaciones estándar de los ajustes de distribuciones obtenidas para las cien (100) 

generaciones. 
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Figura N° 6-8 Respuesta del sistema a la discretización en familias. 

 

Pocas variaciones se presentan en los valores medios de transmisividad y 

almacenamiento, sin embargo estas ocasionan grandes perturbaciones en la respuesta del 

modelo, lo que es un indicador de alto grado de sensibilidad numérica del sistema. 

 

Los ajustes de distribución de probabilidad de las familias para las transmisividades y 

almacenamientos fue de tipo Log-Normal y coincide con la utilizada para la generación de 

las DFN (Ver Figura N° 6-9 a la Figura N° 6-18). En el caso de las transmisividades se 

observa un claro ajuste en los valores obtenidos, las densidades de probabilidad están 

alrededor del 40% observándose una media claramente identificable, al igual que para los 

almacenamientos. 

 

 

Pozo de Bombeo S 2.1 Pozo de Observación S 13.1 

Pozo de Observación S 13.2 Pozo de Observación S 15.1 
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Figura N° 6-9 Ajuste de transmisividad de la familia 1. 

 

 

 
Figura N° 6-10 Ajuste de transmisividad de la familia 2. 
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Figura N° 6-11 Ajuste de transmisividad de la familia 3. 

 

 

 
Figura N° 6-12 Ajuste de transmisividad de la familia 4. 
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Figura N° 6-13 Ajuste de transmisividad de la familia 5. 

 

 

 
Figura N° 6-14 Ajuste de almacenamiento de la familia 1. 
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Figura N° 6-15 Ajuste de almacenamiento de la familia 2. 

 

 

 
Figura N° 6-16 Ajuste de almacenamiento de la familia 3. 
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Figura N° 6-17 Ajuste de almacenamiento de la familia 4. 

 

 

 
Figura N° 6-18 Ajuste de almacenamiento de la familia 5. 
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Los parámetros considerados como representativos tras el proceso de calibración en 

algunas familias no se ven claramente identificables como es el caso de la familia 4, en 

donde las distribuciones de probabilidad no se ajustan de manera adecuada, poniendo en 

duda la veracidad de la información obtenida y por ello se plantea la utilización de técnicas 

de búsqueda más robustas. 

 

Tabla N° 6-1 Estadísticos de los ajustes de probabilidad para los diferentes parámetros 

hidrodinámicos de flujo. 
Media 

Parámetro 

 
T1 T2 T3 T4 T5 

5 Familias de T y S 0.0465 0.0745 0.1062 0.2991 0.062 

5 Familias de T y 1 de S 0.0504 0.0691 0.0821 0.3039 0.0678 

1 Familia de T y 5 de S 0.168 

1 Familia de T y 1 de S 0.2104 

Parámetro 

 
S1 S2 S3 S4 S5 

5 Familias de T y S 0.2885*10(-8) 0.2725*10(-8) 0.5327*10(-8) 0.3351*10(-8) 0.4048*10(-8) 

5 Familias de T y 1 de S 4.1233*10(-9) 

1 Familia de T y 5 de S 0.3378*10(-8) 0.3852*10(-8) 0.6275*10(-8) 0.3408*10(-8) 0.4251*10(-8) 

1 Familia de T y 1 de S 4.476*10(-9) 

Desviación Estándar 

Parámetro 

 
T1 T2 T3 T4 T5 

5 Familias de T y S 42.1414 17.9174 28.3977 14.5845 28.134 

5 Familias de T y 1 de S 47.5809 20.759 40.0621 16.2049 30.4706 

1 Familia de T y 5 de S 6.6995 

1 Familia de T y 1 de S 5.9301 

Parámetro 

 
S1 S2 S3 S4 S5 

5 Familias de T y S 9.264 13.6065 11.3834 3.0952 14.6919 

5 Familias de T y 1 de S 16.563 

1 Familia de T y 5 de S 6.9222 13.0504 8.3985 4.553 9.8446 

1 Familia de T y 1 de S 13.4202 
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6.4.2 SCE-UA (shuffled complex evolution) 
En la sección 5.4.2 se encuentra una descripción detallada del fundamento teórico del 

método. La implementación de este algoritmo requirió un elevado nivel de trabajo, para 

realizar un acople entre el TRANSIN y SCE-UA. Esto se realizó de forma individual para 

las cien generaciones ya que cada una de ella posee sus propias características geométricas 

particulares. 

 

El TRASIN se encarga de simular el flujo en la red de fracturas, mientras que el SCE-UA 

permite la calibración automática. Como resultado del ensamble se obtiene un algoritmo 

robusto capaz de realizar ajustes satisfactorios en tiempos computacionales aceptables. El 

SCE-UA permite definir los espacios de búsqueda paramétrica y los criterios de 

convergencia, los cuales son similares a los de la metodología de Marquardt (sección 5.4.1). 

El criterio de ajuste se fundamenta en comparar los datos simulados con los medidos, entre 

menor sea el error, mejor se considera el ajuste. 

 

Se modificó el archivo de entrada GRI de tal forma que los algoritmos de calibración 

sean capaces de actualizar los parámetros de familias a medida que la convergencia se 

realiza, modificación que resulta ideal cuando se trata de metodologías de búsqueda 

globales.  

 

A continuación se detalla en forma de diagrama de flujo la interfaz que se implementó 

para el acople de los códigos, (Figura N° 6-19 , Figura N° 6-20, y Figura N° 6-21). Las 

figuras presentadas permiten ver el elevado gasto computacional, ya que la función objetivo 

debe ser evaluada una gran cantidad de veces, y cada vez que esto se hace, se debe resolver 

la ecuación diferencial de flujo discretizada, lo cual ocasiona que se tengan que manejar gran 

cantidad de ciclos computacionales, que conllevan a que los procesos numéricos sean lentos. 

La optimización de estos procesos se propone como tema de otra investigación. 

 

A pesar que la convergencia numérica es lenta en algunas redes, esta metodología fue la 

que arrojó mejores resultados obteniendo ajustes similares a técnicas que requieren un 

tiempo computacional mucho mayor. A diferencia de la metodología PSO existen procesos 

evolutivos donde los mejores padres son los que trasfieren una mayor cantidad de 

información a sus descendientes y esto conduce a que la convergencia sea más rápida y con 

cada nueva generación la información se va depurando. 
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Figura N° 6-19 Algoritmo SCE 

Inicio 

Entradas 
𝑛=Dimensiones, 𝑝=Número de Subpoblaciones, 
𝑚= Número de puntos  en cada Sub Complex 

Compute: 𝑠 = 𝑝 × 𝑚 

Se genera una muestra de 𝑠 puntos aleatorios en el espacio 
𝛺. Se computa el valor de la función objetivo para cada 

punto.  

Se ordena 𝑠 puntos en orden de incrementos del valor de la 
función. Estos luego se almacenan en 𝐷.  

Se divide 𝐷 en le número de Subpoblaciones 𝑝 de 𝑚 
puntos, 𝐷 = (𝐴𝑘 ,𝑘 = 1, … . , 𝑝) 

Evoluciona cada Complex 𝐴𝑘 ,  𝑘 = 1, … 𝑝  

Remplaza 𝐴𝑘 ,𝑘 = 1, … . ,𝑚,dentro de 𝐷 

Se satisface el criterio de 
convergencia 

Se 
detiene 

SI 

NO 

Algoritmo CCE (Ver Figura N° 6-20) 

Se resuelve la ecuación de flujo 
(Ver Figura N° 6-21) 
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Figura N° 6-20 Algoritmo CCE 

De el SCE 

Dada la dimensión n, las Subpoblaciones A, y el número de puntos m en 
A. se selecciona 𝑞, ∝, 𝛽, donde 2≤ 𝑞 ≤ 𝑚, 𝛼 ≥ 1, 𝛽 ≥ 1 

Se asigna una distribución de probabilidad a 𝐴: 
𝑝𝑖 = 2(𝑚 + 1 − 𝑖)/(𝑚(𝑚 + 1)) i=1,…..m. 

Se selecciona puntos de 𝐴 de acuerdo a 𝑝𝑖 . Luego se almacena en 𝐵 y su 
posición relativa en A y en L. 

Se ordena B y L en orden creciente del valor de la función. Se compute le 
centroide de 𝑢1, … . . ,𝑢𝑞−1 y 𝑢𝑞 va a ser el peor punto en B.  

Se calcula 𝑟 = 2 ∗ 𝑔 − 𝑢𝑞 (paso de reflexión) 

r está dentro de 𝛺  
NO 

SI Se computa 𝑓𝑟 

Se genera un punto 𝑧 aleatorio en H. 
Se selecciona r=z (Paso de mutación) 

𝑓𝑟 < 𝑓𝑞 Se selecciona 𝑢𝑞 y 
𝑓𝑞 = 𝑓𝑟 

Se computa 𝑐 = (𝑔 + 𝑢𝑞)/2 y 𝑓𝑐 (Paso 
de contracción) 

𝑓𝑐 < 𝑓𝑞 

Se selecciona 𝑢𝑞 = 𝑐 y 𝑓𝑞 = 𝑓𝑐 

𝐽 ≥∝ 

Se genera un punto 𝑧 aleatorio en H. Se calcula 𝑓𝑧, se 
selecciona 𝑢𝑞 = 𝑧 y 𝑓𝑞 = 𝑓𝑧 (paso de mutación) 

Se remplaza 𝐵 dentro de 𝐴 de acuerdo a 𝐿 y se ordena A en orden 
creciente del valor de la función 

L≥ 𝐵 

SI 

NO 

SI 

NO 

SI 

SI 

J=J+1 
NO 

NO 

SI 

L=L+1 

Regresamos al SCE 

Se resuelve la ecuación de flujo 
(Ver Figura N° 6-21) 

Se resuelve la ecuación de flujo 
(Ver Figura N° 6-21) 

Se resuelve la ecuación de flujo 
(Ver Figura N° 6-21) 
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Figura N° 6-21 Ecuación de flujo resuelta por diferencias finitas 

 

El SCE-UA es de lejos la mejor metodología de calibración con tiempos de cálculo 

manejables y ajustes más que satisfactorios con coeficientes cercanos a uno (1). Las 

metodologías de búsqueda global resultan la mejor elección para este tipo de problemas 

dada la gran correlación paramétrica y la existente multiplicidad de mínimos locales a lo 

largo del espacio paramétrico. Dicha metodología resulto idónea para abordar este tipo de 

problemas arrojando resultados similares a las metodologías basadas en dinámica 

comportamental como el PSO, las cuales son algoritmos de búsqueda mucho más 

demandantes en gasto computacional. 

 

Se observa la tendencia evolutiva del algoritmo hacia el óptimo en el espacio de 

búsqueda paramétrica. Solo en el caso de la transmisividad de la familia dos (2) y el 

Se resuelve la ecuación numérica 

Se actualiza el índice de tiempo 𝑘 = 𝑘 + 1  

 

Se calcula ℎ𝑘+1 

Se actualiza el número de la iteración 
𝑙 = 𝑙 + 1  

Se actualiza el estado del variable ∆ℎ𝑙  

Se actualiza el estado del variable ℎ𝑘+1,𝑙+1  

Convergencia o 
divergencia para ℎ 

Se actualiza el incremento ∆𝑡𝑘  

Se actualiza o corrige el tiempo actual 𝑡𝑘 

𝑡 > 𝑡𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 

Se calcula la función objetivo 

NO 

SI 

SI 

NO 
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almacenamiento de la familia cinco (5) se aprecia una tendencia clara hacia el mínimo, en el 

resto de los casos esta no se hace evidente (Ver Figura N° 6-22). 

 

 
Figura N° 6-22 Tendencia evolutiva del SCE-UA hacia el valor óptimo. 

 

La elevada correlación paramétrica en estas formaciones no permite la identificación de 

valores óptimos únicos, en vez de eso, se observan multiplicidad de los mismos. Sin 

embargo, existen algunas directrices que permiten identificar cuáles son las zonas en el 

espacio paramétrico con mejores ajustes. En la Figura N° 6-23 se puede apreciar claramente 

dicha directriz, se observa como la transmisividad de la familia dos es el parámetro 

gobernante. 

 

Con la ayuda de la metodología GLUE (Ver Figura N° 6-24) se puede identificar el 

intervalo de confianza del modelo, en el que se descartaron el 5% superior e inferior del 

mismo. Esto quiere decir que con un 90% de probabilidad se puede caer en el límite de 

confianza. Los datos de campo del pozo de observación S 13.2 caen por fuera del límite 

establecido, lo que significa que el modelo no representa de forma adecuada este punto. 
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Figura N° 6-23 Correlación paramétrica en el espacio de búsqueda (SCE-UA) 

 

 

 
Figura N° 6-24 Salidas del modelo SCE-UA asociadas a un límite de confianza 

 

Pozo de Bombeo S 2.1 Pozo de Observación S 13.1 Pozo de Observación S 13.2 Pozo de Observación S 15.1 
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6.4.2.1 Análisis estadístico  

El análisis estadístico permite la identificación de los parámetros representativos del 

sistema, a diferencia de los que se obtuvieron con el TRANSIN, se espera que los valores 

alcanzados con la utilización del SCE-UA sean mejores. Se desea lograr una clara 

identificación de una distribución de probabilidad, que en nuestro caso es una Log-Normal. 

 

Los parámetros que se obtengan de dichas distribuciones serán los que representarán de 

la mejor forma el sistema físico modelado. Sin embargo, estos valores no serán los efectivos 

del mismo, debido a la cercanía de los pozos y la gran extensión del medio físico. Para ello 

se hará un proceso de escalado con el objetivo de extrapolar los parámetros indicados que se 

calibraron para esta pequeña región a todo el medio, y con ello obtener un conjunto de 

valores efectivos. 

 

A continuación se presentan los ajustes de distribución para los parámetros de 

transmisividad y almacenamiento para las cinco familias geológicas 

 

 
Figura N° 6-25 Ajuste de Probabilidad para la trasmisividad de la familia 1 con el SCE-UA. 
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Figura N° 6-26 Ajuste de Probabilidad para la trasmisividad de la familia 2 con el SCE-UA. 

 

 

 
Figura N° 6-27 Ajuste de Probabilidad para la trasmisividad de la familia 3 con el SCE-UA. 
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Figura N° 6-28 Ajuste de Probabilidad para la trasmisividad de la familia 4 con el SCE-UA. 

 

 
Figura N° 6-29 Ajuste de Probabilidad para la trasmisividad de la familia 5 con el SCE-UA. 
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Figura N° 6-30 Ajuste de Probabilidad para el almacenamiento de la familia 1 con el SCE-

UA. 

 

 
Figura N° 6-31 Ajuste de Probabilidad para el almacenamiento de la familia 2 con el SCE-

UA. 
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Figura N° 6-32 Ajuste de Probabilidad para el almacenamiento de la familia 3 con el SCE-

UA. 

 

 
Figura N° 6-33 Ajuste de Probabilidad para el almacenamiento de la familia 4 con el SCE-

UA. 
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Figura N° 6-34 Ajuste de Probabilidad para el almacenamiento de la familia 5 con el SCE-

UA. 

De manera similar a los datos obtenidos con el TRANSIN los ajustes de distribución 

nuevamente tienen un arreglo de tipo Log-normal, sin embargo, a diferencia de los primeros 

estos resultan más identificables para todas las familias. Un ejemplo se presenta en el 

almacenamiento de la familia 4, que es un claro reflejo en las mejoras del ajuste. 

 

Tabla N° 6-2 Estadísticos de los ajustes de probabilidad para los diferentes parámetros 

hidrodinámico de flujo (SCE-UA). 
Media 

Parámetros 

 
T1 T2 T3 T4 T5 

5 Familias de T y S 0.0289 0.0545 0.2101 0.4166 0.0740 

Parámetros 

 
S1 S2 S3 S4 S5 

5 Familias de T y S 0.0236*10(-6) 0.0138*10(-6) 0.0446*10(-6) 0.1317*10(-6) 0.0153*10(-6) 

Desviación Estándar 

Parámetros 

 
T1 T2 T3 T4 T5 

5 Familias de T y S 208.5970 31.1881 22.6641 30.6133 40.8110 

Parámetros 

 
S1 S2 S3 S4 S5 

5 Familias de T y S 24.4921 27.7864 29.0186 17.0664 49.2248 
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6.4.2.2 Variación a la metodología  

Con el fin de definir una función de ajuste única para todo el medio, se plateó una 

modificación de la función objetivo, y se propuso una función multi-objetivo, en la cual se 

estimó además de un valor de transmisividad y almacenamiento para cada familia, un único 

valor regional para las cinco zonas geológicas claramente identificadas.  

 

La función multi-objetivo se construyó con la siguiente condición: obtener el mejor 

ajuste en catorce (14) parámetros, diez (10) de los cuales son las transmisividades y 

almacenamientos respetivos para cada familia y los otros cuatro (4) son factores 

multiplicadores y de potencia que se aplican a la productoria de las respectivas 

transmisividades y almacenamientos que arrojaron el mejor ajuste, con el fin de obtener un 

único valor para toda la zona. 

 

Se logra una función de la siguiente forma: 

 

 
5

1

* * 1......,5
B

i
i

T A T i
=

 
= = 

 
∏  

 

 
5

1

* * 1......,5
D

i
i

S C S i
=

 
= = 

 
∏  

 

Donde i iT y S son las respectivas transmisividades y almacenamientos de las familias, y 

* *T y S son transmisividades y almacenamientos regionales para todo el medio. Estos 

resultan de la combinatoria de las familias, afectadas cada una por dos factores que son los 

que se denominan , , ,A B C D , calibrados con el objetivo de obtener una serie de 

coeficientes que sean representativos del medio y permitan modelar la formación tan solo 

con dos parámetros que fueron denominados * *T y S . 

 

La función resultante a optimizar es la que logre representar el medio tanto a nivel de 

familias como a nivel de parámetros regionales, es decir la que minimice ambas funciones al 

tiempo. 
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Figura N° 6-35 Tendencia evolutiva de parámetros de familia y coeficientes. 

 

El algoritmo de búsqueda obtiene los diez parámetros óptimos y los coeficientes 

regionales (Ver Figura N° 6-35), los cuales dan la forma a la combinatoria con la que se 

estiman los parámetros regionales, es decir, tan solo con un par de valores (uno de 

transitividad y uno de almacenamiento) se pueden representar las pruebas de abatimiento y 

recarga, efectuadas en la formación en estudio. 

 
Figura N° 6-36 Contornos paramétricos de las transmisividades de la familia uno y dos. 
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Este par de valores no presentan ajustes tan buenos como parámetros de las familias, sin 

embargo se desea proponer una aproximación geométrica que permite caracterizar la 

formación. 

 

Tabla N° 6-3 Resultados obtenidos mediante la aproximación por coeficientes de 

zonificación. 
-R2 T1 T2 T3 T4 T5 S1 S2 S3 S4 S5 A B C D 

-0.6160 0.4821 0.1330 0.3139 0.5951 0.3556 3.80E-07 9.35E-08 5.13E-07 7.17E-07 7.27E-11 0.6187 0.1867 0.4830 0.1810 

 

Los resultados obtenidos varían de forma significativa con los obtenidos en la Tabla N° 

7-1, donde se encuentran resumidos los ajustes logrados por las diferentes metodologías. 

Esta gran diferencia indica que resulta una aproximación pobre intentar representar el medio 

con un solo valor regional. Sin embargo, el ajuste logrado no es despreciable y podría ser un 

buen estimativo de un valor regional de la DFN21. 

 

Los coeficientes de zonificación tienen una clara tendencia hacia un valor óptimo que se 

puede apreciar en las superficies y contornos paramétricos presentados en la Figura N° 6-37, 

así mismo se evidencia la densificación de mínimos (representadas por color azul) en ciertas 

regiones del espacio de búsqueda. 

 

Al garantizar el doble ajuste de las funciones objetivos, se puede proponer un conjunto de 

valores que represente el medio de forma individual y grupal a la vez, es decir, se obtienen 

los diez coeficientes que modelan el medio como familias y una productoria de ellos 

afectados por dos coeficientes regionales que se calibrarán produciendo una pareja de 

parámetros que logran representar la formación. Los ajustes logrados se puede apreciar en 

las Figura N° 6-38 y Figura N° 6-39.  

 

El ajuste logrado con los coeficientes regionales es poco satisfactorio si se compara con 

los parámetros de familias, siendo otra prueba de la gran heterogeneidad del medio, lo que 

implica que entre mayor sea el nivel de detalle, mejor será la representación del sistema 

físico. 

 

 



 

94 
 

  

  

Figura N° 6-37 Superficies y contornos paramétricos de coeficientes representativos del 

medio 

 

 

 
Figura N° 6-38 Ajuste logrado para con las transmisividades y almacenamientos de cada 

familia 

 

Pozo de Bombeo S 2.1 Pozo de Observación S 13.1 

Pozo de Observación S 13.2 Pozo de Observación S 15.1 

 



 
 

95 
 

 

 
Figura N° 6-39 Ajuste logrado con la transmisividad y almacenamiento regionales. 

6.4.3 PSO (particle swarm optimization) 
En la sección 5.4.3 se hace una descripción detallada de este método, el acople de la 

metodología es similar a la citada anteriormente por lo que no se hará énfasis en ello. El 

PSO es un algoritmo de optimización en el que se ha venido incursionando en los últimos 

años, dadas las grandes capacidades que tiene en la solución de problemas de optimización y 

su gran versatilidad en múltiples campos de la investigación. 

 

Esta técnica de optimización tiene excelentes bondades de ajuste, sin embargo, tiene la 

gran desventaja de un gasto computacional muy elevado, que en nuestro problema de 

optimización resulta inmanejable. Su implementación se hizo con el objetivo de proponer 

una alternativa en la utilización del SCE-UA y proponer un algoritmo que en los últimos 

años ha venido incursionando fuertemente en la solución del problema inverso en diversos 

campos de la investigación con excelentes resultados. 

 

El PSO presenta ajustes similares a los del SCE sin embargo requiere un tiempo de 

computo alrededor de siete (7) veces mayor en pruebas de rendimiento que se efectuaron. 

Para la DFN21 fue de 28561 segundos con el PSO y 4916 segundos con el SCE-UA, para un 

ajuste de 2 0.9R =  en ambos casos.  

Pozo de Bombeo S 2.1 Pozo de Observación S 13.1 

Pozo de Observación S 13.2 Pozo de Observación S 15.1 
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La gran cantidad de sobrecarga computacional no se ve reflejada en mejoras en el ajuste, 

por lo que ésta metodología sería viable en entornos donde se pudieran realizar cálculos 

apoyándose en programación multi-núcleo o procesamiento con GPU las cuales pueden 

manejar una gran cantidad cálculo numérico, pero esto no hace parte del alcance del actual 

trabajo. 

 

Figura N° 6-40 Tendencia evolutiva del PSO hacia el valor óptimo. 
 

En las transmisividades se observa una clara tendencia hacia un mínimo con una 

densificación de la nube de puntos sobre el mismo, a medida que el enjambre de partículas 

se mueve en el espacio de búsqueda (Ver Figura N° 6-40), en el caso de los 

almacenamientos dicha tendencia no resulta tan evidente.  

 

Nuevamente se observa una elevada correlación paramétrica, producto del alto nivel de 

complejidad de ese tipo de formaciones. Sin embargo se pueden ver claramente los sitios 

donde la función objetivo tiende al mínimo, presentando una coincidencia con los resultados 

del SCE-UA para los dos parámetros que se muestran en la Figura N° 6-41. 

 

El intervalo del 90% permite identificar la gran variabilidad del sistema a los cambios en 

los datos de entrada. Se excluyeron de los datos el 5% inferior y superior de los mismos, con 

el objetivo de eliminar los resultados con demasiada dispersión y poder establecer una franja 

de confianza adecuada. 
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Figura N° 6-41 Superficie paramétrica en el espacio de búsqueda (PSO) 

 

Las salidas del modelo asociadas a un límite de confianza, nuevamente reflejan la 

dificultad para lograr un ajuste satisfactorio en el pozo de observación (S 13.2), para el resto 

de los casos se logra una representación adecuada del sistema. 

 

 
Figura N° 6-42 Salidas del modelo PSO asociadas a un límite de confianza 

Pozo de Bombeo S 2.1 Pozo de Observación S 13.1 Pozo de Observación S 13.2 Pozo de Observación S 15.1 
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6.4.4 Análisis de sensibilidad  
Uno de los principales productos es el análisis de sensibilidad paramétrica, el cual se 

efectuó con la ayuda del MCAT (Monte Carlo Analysis Tool) que es una metodología 

desarrollada en el Departamento de Ingeniería Civil y Ambiental del Imperial College 

London [147]. 

 

El algoritmo fue acoplado dentro de las metodologías de calibración, por lo que al final 

del mismo, se puede hacer de manera automática el análisis de sensibilidad en incertidumbre 

paramétrica sin la necesidad de realizar algún tipo de manipulación adicional de los datos. 

Sin embargo, cabe resaltar que este tipo de muestreos deben hacerse con datos que se basan 

en distribuciones uniformes, por lo que es necesario definir un espacio de búsqueda una vez 

se hayan encontrado los óptimos, por algunas de las metodologías de calibración descritas 

anteriormente. Si el lector desea una descripción detallada de las metodologías 

implementadas en el MCAT debe remitirse en la sección 5.4.4. 

 

Identificados los óptimos, se definen los espacios de búsqueda en cercanías al mismo con 

el propósito de identificar cuáles de los parámetros son los más sensibles y con ello 

establecer las familias geológicas que tienen mayor incidencia sobre la formación Batolítica 

objeto del presente estudio. 

 

Este espacio de búsqueda se construye sobre una distribución uniforme que garantice que 

la densidad de probabilidad a lo largo del mismo solo depende del ajuste, y no, de la 

variación de la densidad de la información sobre el espacio muestral, es decir con una 

distribución uniforme se garantiza que las zonas con mayor probabilidad son aquellas donde 

se encuentran los óptimos.  

 

El análisis de sensibilidad paramétrica permite establecer que parámetros son los que 

gobiernan el medio, es decir, cuáles de ellos son los que tienen mayor influencia en la 

conducción de flujo, que es el tema central de estudio. En la Figura N° 6-43 se puede 

apreciar como la transmisividad de la familia dos (T2) es la única que presenta una clara 

tendencia hacia el óptimo, se observa un claro abatimiento de la nube de puntos y por ello es 

el único parámetro que se considera identificable dentro de la DFN21. 
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Figura N° 6-43 Sensibilidad de los parámetros hidrodinámicos de flujo 

 

El análisis de la metodología GLUE (Ver Figura N° 6-44) permite establecer el límite de 

confianza asociada a una franja, que representa la incertidumbre en las salidas del modelo. 

En este caso la incertidumbre resulta bastante obvia a diferencia de las metodologías de 

calibración, donde, los datos de campo caen dentro de las franjas de confianza. Es claro que 

las metodologías de búsqueda a medida que convergen tienden a eliminar las zonas menos 

sensibles y por ello el límite de confianza es más definido y representa mejor el sistema. El 

hecho que una distribución uniforme no pueda evidenciar una franja de confianza adecuada 

se debe a la gran correlación paramétrica que no hace evidente la identificabilidad de 

óptimos para los diez parámetros. En conclusión, la metodología GLUE nuevamente sugiere 

que los métodos de búsqueda global son los que mejor representan el sistema. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

100 
 

 

 

Figura N° 6-44 Salidas del modelo asociadas a un límite de confianza. 

6.5 Escalado  
El proceso de escalado es el último paso del presente trabajo y consistió en la obtención 

de parámetros efectivos o promedios, que representen de manera homogénea o heterogénea 

el medio. Este paso se hizo mediante el respectivo análisis estadístico de cada uno de los 

parámetros hidrodinámicos de cada fractura; en este caso, ya no se trabaja solamente con el 

parámetro de familia, el cual es utilizado para afectar todas la propiedades de cada fractura 

perteneciente a cada una de las familias y con ellos definir un valor único para toda la zona 

geológica. 

 

Se proponen dos aproximaciones: (i) la primera es definir un valor de transmisividad y 

almacenamiento por familia, (ii) la segunda en definir un valor para todas las familias, es 

decir, modelar el medio con tan solo dos valores, producto de la suma de las funciones de 

densidad de probabilidad. 

 

Aproximación por familia 

 

Una vez se afectaron todas las fracturas de cada familia por su parámetro óptimo 

producto de la calibración, se procedió a evaluar los ajustes de distribución de cada una de 

Pozo de Bombeo S 2.1 Pozo de Observación S 13.1 Pozo de Observación S 13.2 Pozo de Observación S 15.1 
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las familias para las cien generaciones. A manera de ejemplo se realizó el análisis de 

distribución de la transmisividad de la familia uno, teniendo en cuenta las cien generaciones, 

este valor se ajusta a una distribución de tipo Log normal y el valor medio del ajuste es 

considerado como efectivo para esa familia, este único valor es capaz de representar toda la 

familia geológica en cualquiera de las generaciones, sin embargo, no en todos los casos se 

espera un ajuste satisfactorio como en el proceso de calibración.  

 

 
Figura N° 6-45 Densidad de Probabilidad de transmisividades de Familia 1. 

 

De manera análoga se obtuvieron los otros nueve valores efectivos. En todos los casos 

los ajustes fueron satisfactorios, a continuación se presenta en forma resumida los ajustes de 

distribución (Ver Figura N° 6-46). 
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Figura N° 6-46 Densidad de Probabilidad de parámetros efectivos de familias.  
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El hecho de poder representar el medio con tan solo diez valores sin la necesidad de 

requerir parámetros de familias y parámetros de fracturas, permitirá estudiar procesos de 

transporte de contaminantes en el mismo. 

 

Con el fin de validar los parámetros efectivos obtenidos durante el proceso de escalado, 

se utilizaron las redes que poseen un elevado número de fracturas y que durante el proceso 

de calibración el tiempo de cómputo no era viable y tuvieron que ser interrumpidas. 

 

Tabla N° 6-4 Parámetros efectivos del sistema de manera heterogénea. 
T1 T2 T3 T4 T5 S1 S2 S3 S4 S5 

0.2650 0.4152 2.1784 3.6606 0.8053 1.6418*10-06 1.0757*10-06 3.4664*10-06 6.5470*10-006 8.0309*10-007 

 

Aproximación global 

 

Estos valores serán un estimativo regional de los parámetros hidrodinámicos, 

permitiendo realizar la modelación del mismo sin la necesidad de entrar a discretizar. La 

aproximación que se presenta tiene la ventaja que elimina la necesidad de saber en qué zona 

geológica nos encontramos y dada la extensión del macizo rocoso es bastante conveniente. 

 

Las transmisividades y almacenamientos producto de las cinco familias geológicas 

permiten realizar un upscaling de los parámetros de flujo (Ver Figura N° 6-47 Figura N° 

6-48), en donde todas la fracturas tienen las mismas características hidrodinámicas (Ver 

Tabla N° 6-5). Se suman las distribuciones de probabilidad y el valor medio es el parámetro 

efectivo global. 

 

De forma similar que en la aproximación por familias se procede a evaluar como estos 

parámetros modelan el sistema y para ello se simuló el abatimiento para las redes que no 

participaron en el proceso de calibración. 

 

Tabla N° 6-5 Parámetros efectivos del sistema de manera homogénea. 
T S 

0.6176 1.4355*10-06 
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Figura N° 6-47 UpScaling de las Transmisividades (Parámetro Efectivo). 
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Figura N° 6-48 UpScaling de Almacenamientos (Parámetro Efectivo). 
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7 Análisis de resultados 

A lo largo de la implementación de las diferentes técnicas de calibración se pudo 

observar las ventajas y desventajas de las mismas, la primera aproximación donde se utilizó 

el método de Marquardt es un buen estimativo, pero los ajustes de probabilidad para los diez 

parámetros hidrodinámicos de flujo obtenidos para las cien DFN no son claramente 

identificables en algunos casos. Esto fue corregido cuando se realizó la calibración con la 

ayuda del SCE-UA en donde tanto la transmisividades como los almacenamientos de las 

cinco familias geológicas se ajustan claramente a esta distribución, lo cual es un claro 

ejemplo de la capacidad del algoritmo para realizar este tipo de calibraciones en entornos tan 

complejos, donde la metodología de Marquart no tiene tan buenos resultados dado su 

fundamento teórico. 

 

La utilización del PSO solo se aplicó a la DFN21 dado el tiempo de cómputo tan elevado, 

sin embargo, se obtuvo que no difiere de los resultados del SCE-UA, en ambos casos los 

parámetros de familia de la DFN 21 dieron similares y el ajuste de correlación NASH estuvo 

alrededor de 0.9 siendo 1 un ajuste perfecto. Este de alguna forma de un parte de 

tranquilidad en los valores que se obtuvieron. Desafortunadamente no se pudo realizar la 

calibración de las cien DFN por esta metodología y con ellos comparar los valores efectivos 

que se lograron por el SCE-UA. 

 

El resultado de las metodologías de calibración resulta bastante prometedor, el PSO y el 

SCE-UA, son sin duda las mejores técnicas, las dos (2) presentan ajustes más que 

satisfactorios con coeficientes que superan 2 0.9R = .Para el SCE-UA y el PSO se observa 

un tendencia a la unicidad en los puntos identificados como óptimos en el espacio maestral 

de búsqueda. Esto ofrece una gran certeza en los resultados obtenidos, donde ambos 

algoritmos convergen de forma similar, a pesar de las grandes diferencias en la metodología 

de búsqueda. 
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En la Tabla N° 7-1 se observan los resultados tras el proceso de calibración para la DFN 

21 y el valor óptimo que se obtuvo por cada metodología de ajuste. El TRANSIN que utiliza 

el algoritmo de Marquardt, dista bastante tanto en el criterio de ajuste como de los valores de 

transmisividades y almacenamientos. 

 

Tabla N° 7-1 Resultados obtenidos por las diferentes metodologías de calibración con sus 

bondades de ajuste 
 TRANSIN 

-R2 T1 T2 T3 T4 T5 S1 S2 S3 S4 S5 

-0.6012 13.0085 0.0714 0.2425 7.9204 8.2237 0.4473*10-08 0.7341*10-08 0.7601*10-06 0.4299*10-08 0.5989*10-08 

 SCE-UA 

-R2 T1 T2 T3 T4 T5 S1 S2 S3 S4 S5 

-0.9030 0.9712 0.1465 0.3667 0.9979 0.0748 8.8916*10-09 5.9435*10-08 9.5781*10-07 1.9889*10-07 1.0471*10-11 

 PSO 

1-R2 T1 T2 T3 T4 T5 S1 S2 S3 S4 S5 

0.0986 3.1382 0.1569 0.3154 0.7840 0.0693 1.6453*10-13 5.4002*10-08 9.5359*10-07 9.9999*10-07 1.4266*10-11 

 

De este cotejo de resultado se puede concluir que el SCE-UA es la metodología ideal a 

utilizar en este tipo de problemas, dados los ajustes obtenidos y tiempos de cómputo 

reportados tras la convergencia (Ver sección 6.4.3). 

 

Los métodos de búsqueda global son capaces de representar de forma adecuada las 

pruebas de campo, se trae a colación la DFN 21 que es el caso de ejemplo, aquí se pueden 

comparar los ajustes por las diferentes metodologías en donde es claro las notables mejoras 

tras la implementación de los algoritmos de búsqueda global. Esto sin duda crea una nueva 

ventana a la hora de abordar este tipo de problemas, permitiendo modelar estos macizos con 

un elevado nivel de detalle. 

 

Dentro de las 5 familias geológicas presentes en el sistema solo la transmisividad de la 2 

resulta identificable, esto quiere decir que la mayoría de los procesos de flujo acurren al 

interior de esta. El análisis de sensibilidad paramétrica realizado con la ayuda de las 

simulaciones Monte Carlo permitió evidenciar la influencia de cada familia geológica. A 

excepción de la transmisividad de la familia 2 el resto de parámetros no tienen mayor 

influencia, esto se ve reflejado en la forma en que se comporta la nube de puntos, donde no 
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se observa un cono de identificabilidad y la probabilidad la largo del espacio de búsqueda 

permanece constante. 

 

 
Figura N° 7-1 Ajuste de la DFN 21 por las distintas metodologías. 

 

 
Figura N° 7-2 Análisis de sensibilidad regional de los parámetros hidrodinámicos 

 

La variación de la sensibilidad a lo largo del proceso de búsqueda del óptimo, muestra 

que la transmisividad de la familia dos (T2) es el parámetro sensible. A medida que las 
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curvas pasan de color azuloso a rojizo se alcanza la convergencia y se evidencia la 

sensibilidad de los parámetros a lo largo de este proceso (Ver Figura N° 7-2). 

 

El proceso de escalado permitió obtener un conjunto de valores efectivos del sistema para 

dos aproximaciones propuesta, sin embargo, no se puede precisar con claridad cuál de la dos 

tiene un mejor ajuste, en algunos casos la discretización en familias parece funcionar mejor 

como es el caso de la DFN 6 (Ver Figura N° 7-3) pero en otros no resulta tan claro un 

ejemplo es la DFN 68 donde ambas metodologías representan el sistema de manera similar. 

Estos resultados son la evidencia de la gran complejidad geométrica de este tipo de 

formaciones, donde múltiples combinaciones de parámetros pueden dar un resultado similar, 

aquí se aprecia que el sistema puede responder de manera similar modelándolo en familias o 

asumiendo un grado de isotropía. 

 

El resultado de este proceso de Upscaling fue satisfactorio, se muestra que es posible 

modelar el sistema partiendo de una discretización en fracturas, hasta obtener un parámetro 

representativo de todo el medio, capaz de compensar todo la anisotropía hidráulica del 

sistema.  

 

Estos resultados sugieren que la representación por DFN es la mejor aproximación 

geométrica sobre este tipo de formaciones, y partiendo de allí es posible definir un grado de 

isotropía y con ello obtener parámetros del modelo efectivos para todo el medio, sin la 

necesidad de realizar discretizaciones hidráulicas o geológicas, volviendo el problema 

dependiente únicamente de la geométrica la cual es inferida de la prospecciones geológica.
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Figura N° 7-3 Validación del modelo utilizando parámetros efectivos de familias y globales [DFN 6]. 
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Figura N° 7-4 Validación del modelo utilizando parámetros efectivos de familias y globales [DFN 8]. 
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Figura N° 7-5 Validación del modelo utilizando parámetros efectivos de familias y globales [DFN 68]. 
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Figura N° 7-6 Validación del modelo utilizando parámetros efectivos de familias y globales [DFN 69]. 
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Figura N° 7-7 Validación del modelo utilizando parámetros efectivos de familias y globales [DFN 77]. 
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Figura N° 7-8Validación del modelo utilizando parámetros efectivos de familias y globales [DFN 86]. 



 

116 
 

8 Conclusiones 

La complejidad geométrica de estos macizos, sumada a las múltiples simplificaciones del 

problema físico, hace imposible la caracterización de estos con tan solo un par de 

parámetros, es necesario mantener la discretización geología con el fin de poder representar 

el sistema de la forma más real posible. La aproximación por DFN, a diferencia de la 

aproximación clásica continua, en donde se asume un grado de isotropía, modela los 

procesos de flujo de forma individual en cada fractura, esto sin duda es un gran adelanto en 

la caracterización hidráulica de este tipo de formaciones. 

 

La exploración geológica y caracterización geométrica en este tipo de formaciones es 

bastante dispendiosa y el muestreo solo puede hacerse en zonas limitadas, razón por la cual 

se tiene un elevado grado de incertidumbre y es necesario trabajar en un entorno estocástico, 

donde la generación de la geometría se basa en funciones de densidad de probabilidad 

producto de la exploración geológica. 

 

El acople entre el TRANSIN programa que simula el flujo en redes de fracturas por 

diferencias finitas y los algoritmos de búsqueda global como el SCE-UA y el PSO permiten 

la calibración automática de este tipo de formaciones, logrando evadir los problemas de 

espacios paramétricos complejos en donde se presentan múltiples mínimos locales, zonas 

con baja sensibilidad y superficies paramétricas no convexas. 

 

Se pudo identificar claramente que si se desea una adecuada representación de este 

sistema es necesario realizar la mayor discretización posible. Es decir, el trabajar con las 

cinco familias geológicas identificadas resultó fundamental en la obtención de resultados 

satisfactorios. Sin embargo, para fines prácticos se deseaba obtener diez parámetros 

efectivos de familias o dos globales que pudieran reproducir la formación en estudio de la 

mejor forma posible y esto se logró tras el proceso de escalado. 
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La optimización de parámetros del modelo resultó exitosa si se tiene en cuenta el elevado 

nivel de complejidad geométrico. Los parámetros considerados como efectivos permiten 

analizar los procesos de flujo en la formación Batolítica de manera sencilla, sin la necesidad 

de recurrir a un elevado nivel de discretización. Este aporte es de vital importancia si se 

desea realizar el estudio de migración de contaminantes, que claramente requiere del 

conocimiento de los patrones hidrodinámicos de flujo en esta formación. 

 

Las técnicas de optimización global SCE-UA y PSO resultaron idóneas para este tipo de 

problemas, dada la gran versatilidad en entornos con multiplicidad de mínimos y superficies 

paramétricas complejas, que es nuestro tema particular. Como propuesta para la solución de 

este tipo de casos se sugiere el uso del SCE-UA, debido a sus bondades de ajustes, tiempo 

de cómputo manejable y excelentes resultados en la convergencia. 

  

Los ajustes de distribución en todos los casos fueron de tipo Log normal, lo que resulta 

un buen indicador, debido a que las pdf  utilizadas en la generación de las DFN tienen esta 

distribución, que es representativa del medio según todo el proceso de prospección geología 

que se realizó dentro del marco del proyecto HIDROBAP-II. 

 

Con el análisis de sensibilidad paramétrica se pudo identificar claramente la influencia de 

las familias geológicas, y con ello evaluar cuáles de los parámetros son los que gobiernan la 

formación. En todos los casos la transmisividad de la familia II resultó el parámetro más 

identificable, esto quiere decir que la mayoría de los procesos de flujo se llevan a cabo a 

través de ella y por eso gobierna la mayor parte de los descensos en los niveles delos pozos. 

 

El Upscaling permitió simplificar la complejidad hidrodinámica del medio, logrando 

pasar de caracterizar los parámetros de flujo en cada fractura, a tener un conjunto de diez 

valores efectivos en el caso de familias y un par de valores en el caso global. Estos conjuntos 

de parámetros pueden representar el sistema, sin embargo se sabe que las formas en que 

fueron generadas la pdf de las fracturas tiene un alto grado de incertidumbre dada la 

estocacidad del medio y esto hace que al pasar de una DFN a otra la respuesta del sistema 

sea bastante variable, sin embargo estos valores resultan representativos dentro de las cien 

generaciones o DFN. 
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En general la modelación de procesos de flujo en este tipo de formaciones es muy 

compleja, se deben tener en cuenta demasiadas variables que resultan imposibles de 

representar dentro de un modelo matemático, todo esto sumado a la limitada información 

dada la dificultad del muestreo en campo, hace que la aplicabilidad del problema inverso 

sobre este tipo de formaciones sea muy dispendiosa y demandante en cálculo numérico. Esta 

metodología que se propuso en el presente trabajo es sin duda la mejor aproximación que 

puede tener en la caracterización hidráulica en este tipo de medios. 
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